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UvVOD

Planovani experimentl je jednim z nejucinnéjSich néstrojii predvyrobni etapy. Umoznuje
nalézt faktory, které nejvyznamnéji ovliviiuji vyrobni proces i jeho vystupy a stanovit také
jejich optimdlni hodnoty. Lze tedy fici, ze planovani experimentli je matematickym
prostiedkem, ktery umozni vyrobciim kvantifikovat vyznamnost vstupti, které jsou na pocatku
vytypované jako pravdépodobné vlivné. Déle stanovi, jak vybrané vstupy nastavit, aby proces
dosahoval pozadovanych vystupii pfi maximalni stabilit¢ (tedy minimalni variabilit¢) a
odolnosti proti tzv. Sumim, tj. nepiedvidatelnym negativnim vliviim na vyrobni proces.
Predmét planovani experimenti vyuziva poznatki matematické statistiky 1 teorie
pravdépodobnosti. V tomto textu jsou vylozeny zdkladni pojmy a vztahy. Zajemci o hlubsi
studium naleznou mnoho dalsich poznatkii napft. v citované literatuie.



UPLNY FAKTOROVY EXPERIMENT NA DVOU UROVNICH

1. UPLNY FAKTOROVY EXPERIMENT NA DVOU
UROVNICH

(Full Factorial Design at Two Levels)

@ Cas ke studiu: 20 hodin

@ Cilem kapitoly je objasnit

a) princip sestaveni planu experimentu

b) nékolik zplsobu vypoctu efektu faktoru

¢) postup pti hodnoceni vyznamnosti efektt

d) konstrukei linearnich a kvadratickych modelt experimentu
e) analyzu rozptylu v planovani experimentii

f) navrhovani robustnich vyrobku

g) nckteré specialni postupy planovani experimenti

LI Vyklad

Drive, nez ukdazeme na jednoduchém piikladé zaklady planovéani experimentii, vysvétlime
zakladni pojmy a cile DOE.

Pod pojmem experimentovat se dale rozumi ménit obvyklé pracovni podminky s cilem nalézt
nejlepsi pracovni postupy a soucasné ziskat hlubSi poznatky o vlastnostech vyrobku a
vyrobniho procesu.

Experimentalni postupy lze rozd¢lit na

a) experimenty neplanované (zivelné),
b) experimenty pldnované.

Planované experimenty se fidi planem experimentu.
Plan experimentu stanovuje 3 charakteristiky (,,3P)

a) pocet pokusu, ze kterych se experiment sklada,
b) podminky, za kterych se jednotlivé pokusy uskutecni,
¢) poradi pokusu.

Z uvedeného je zfejmé, ze se zde rozliSuje vyznam pojmi:

pokus = zjisténi hodnoty ukazatele kvality za urcitych, pfedem pldnovanych, podminek
vyroby;

experiment = systém vsech pokusi.

Formulaci ,,nejlepsi pracovni postupy* z tvodniho odstavce lze precizovat takto: Oznacime-li
sledovany ukazatel kvality Y (resp. ukazatele kvality Yy,...,Yx) a faktory, které jej ovliviiuji
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A.B,C,D, ... se mohou pohybovat na riznych Grovnich, feknéme A;,A;,As, .. . pro faktor A,
B1,B2,Bs, ... pro faktor B atd., pak cilem planovani experimentu je
1) kvantifikovat miru vyznamnosti kazdého z faktorti, coZ znamena rozhodnout, které
z faktord A,B,C,D, ... rozhodujicim zptisobem ovliviiuji ukazatel kvality Y,
2) wurcit urovné vyznamnych faktorii tak, aby Y bylo optimdlni a
stabilni.

Priklad 1 ( [3], upraveno).

Sleduje se, kolik zmacknuti (Y) vydrzi pruZina aZ do zniceni v zavislosti na téchto faktorech:
L = délka pruzina, G = tloustka dratu, T = typ materidlu. M4 se zjistit, které faktory jsou
rozhodujici pro zivotnost pruziny

Reseni:
Sestavime tabulku faktori a jejich uvaZzovanych trovni (tab.1):

faktor oznaceni dolni viroven horni uroven
- +
délka pruziny L 10cm 15cm
tloustka dratu G Smm 7mm
material T A B

Tab.1 Seznam faktort a urovni

Nyni sestavime plan experimentu (tab.2)
Existuje vice zpisobil jak sestavit plan, podle kterého se budou provadét jednotlivé pokusy.
Mezi nejpouzivanéjsi plany patii uplny faktorovy plan, ktery v daném piipad¢ vypada takto:

Pokus L G T Y;
1 10 5 A
2 15 5 A
3 10 7 A
4 15 7 A
5 10 5 B
6 15 5 B
7 10 7 B
8 15 7 B

Tab.2 Plan experimentu

Y; je vysledek i-t¢ho pokusu.
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1.1 Kédované proménné

Plan experimentu je vyhodnéjsi psat pomoci této symboliky: Je-li kazdy z faktort uvazovan
na dvou trovnich, pak dolni Groven bude znacena -1 (resp. jen ,,-) a horni Grovenl +1 (resp.
,»T°). Tabulka 2 potom bude mit tvar

Pokus L G T Y;
1 -1 -1 -1
2 +1 -1 -1
3 -1 +1 -1
4 +1 +1 -1
5 -1 -1 +1
6 +1 -1 +1
7 -1 +1 +1
8 +1 +1 +1

Tab.3 Plan experimentu v kddovanych proménnych

Ptepocet ptivodnich proménnych na kdédované proménné se mize provést nejen pro krajni
hodnoty Xmax (=+1) a Xmin (= -1) takto:

max min

(1)
kde x,=proménna x v ptivodnich jednotkach,
X, = kddovand proménna,
Xmax = horni troven x,
Xmin = dolni Groven x.

Naptiklad ptepocet (kddovani) L pro dolni hodnotu 10 je

1o 15+10

_ 2 __
Le=—30

2

a pro horni urovent G = 7 bude kddovana hodnota

7_7;5
Ge=—0 2 _ 41
€79 s

2
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Pro kvalitativni proménné se vzorec (1) nepouziva: tato proménna nabyva jen dvou hodnot,
takZe nema smysl pocitat (Xmax + X min )/2 @ ani se nemiize vyskytnout problém
s dekédovanim jiné hodnoty nez +1 resp. -1.

Pocet pokusti, ze kterych je sestaven Uplny experiment, se vypocitd pfi k faktorech pomoci
vztahu (poCet variaci k-té tiidy ze dvou prvki s opakovanim) n = 2*, takze zde, pii k = 3
faktorech, je pocet pokusti (fadkd) n = 2° = 8. Proto ma tabulka 8 fadka.

Grafickym zndzornénim planu experimentu je tzv. CPLOT. Pro dva faktory je to ¢tverec, pro
tfi faktory krychle se stfedem v pocatku soufadné soustavy. Soufadnice vrcholi odpovidaji
jednotlivym pokustim (podrobné¢ a graficky viz kap.3).

1.2 Jednofaktorovy plan

Jinou moznosti sestaveni planu je jednofaktorovy plan, pti kterém se u jednoho faktoru méni
urovei z dolni na horni a u ostatnich se drzi na stfedni urovni, které je primérem dolni a horni
urovné a znaci se symbolem ,,0“. V nasem ptipad¢ by jednofaktorovy plan vypadal takto:

Pokus L G T
1 + 0 0
2 - 0 0
3 0 + 0
4 0 - 0
5 0 0 +
6 0 0 -

Tab.4 Jednofaktorovy plan

Pocet pokusti je u tohoto typu planu n = 2.k, zde tedy n = 2.3 = 6 pokust (fadka).
Dalsi moznosti sestaveni planu je ¢astecny faktorovy plan,o kterém je pojednano v kapitole 2.

JestliZe je planem experimentu stanoveno, za jakych podminek se provadi jednotlivé pokusy,
je mozné provést cely experiment a zaznamenat hodnoty sledovaného ukazatele Y. V nasem
ptipadé byl kazdy pokus opakovan dvakrat. Vysledky jsou v tabulce 5:

pokus faktor vysledek pramér

L G T YI | Y2 Y
1 - - - 77 81 79
2 + - - 98 96 97
3 - + - 76 74 75
4 + + - 90 94 92
5 - - + 63 65 64
6 + - + 82 86 84
7 - + + 72 74 73
8 + + + 92 88 90

Tab.5 Vysledky opakovanych pokust

10
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Sestavenim tabulky 5 skoncCily pfipravné a experimentdlni prace. Déle nésleduji uz jen
vypocty. Jejich cilem bude stanovit, které z faktort ovliviiuji vyznamnym zpisobem
Zivotnost pruziny Y.

Vzhledem ktomu, ze nékteré faktory nemusi byt samostatné vyznamné, zatimco
v soucinnosti s jinym faktorem (tzv. interakci) uz vyznamné jsou, doplni se tab. 5 o vSechny
mozné interakce. Teprve potom se pocita vyznamnost faktorti a interakei.

Znaménka ve sloupcich LG, LT, GT, LGT se ziskaji jako sou€in znamének v odpovidajicich
sloupcich (tab.6).

pokus L G T LG LT GT LGT Y
1 - - - + + + - 79
2 + - - - - + + 97
3 - + - - + - + 75
4 + + - + - - - 92
5 - - + + - - + 64
6 + - + - + - - 84
7 _ + + - + N 73
8 + + + + + + + 90

Tab.6 Faktory a jejich interakce

Dale se bude pocitat tzv. efekt (vliv) jednotlivych faktort.

1.3 Efekt faktoru

Efektem faktoru se rozumi zména ukazatele kvality Y, kterou zptsobi ptechod tohoto faktoru
z dolni Grovné (-) na horni uroven (+).

Vypocet efektu faktoru se miize provést riznymi zptisoby.
Uvedeme postupné 5 zpiisobii, které jsou v riznych situacich uzite¢né:

a) pramér rozdilt

b) rozdil priméri

¢) znaménkova metoda

d) Yatesova metoda

e) polovina regresnich koeficienti

Pramér rozdilu

Vypocet ukdzeme napt. pro efekt faktoru L. Podle definice je to zména Y pii prechodu L
z urovné ,,-,, na ,,+*, pficemz ostatni faktory se neméni. Takové pfechody jsou mozné Ctyii s
efekty:

97-79=18
92-75=17
84 - 64 =20

90-73=17

11
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Za efekt L vezmeme pramér z téchto hodnot
i[(97 —79)+(92—75) + (84— 64) + (90— 73)] = 18

Efekt faktoru L oznacime ef (L) = 18.

Podobné se vypocita efekt faktoru G. Efekty jsou

75-79= -4
92 -97=-5
73-64=9
90-84= 6

Primeér téchto hodnot je efekt G:
ef(G):%(—4—5+9+6):1,5

Efekt faktoru T: Jsou 4 mozné piechody z urovné ,,-,, na ,,+* s efekty

84 -97=-13
64 -79=-15
90-92= -2
73-75= -2

Primeér téchto hodnot je efekt faktoru T (znaci se /t):
ef (T) =%(—13—15—2—2) =-8

Rozdil praméra

Preskupenim hodnot v zavorce pii vypoctu L miizeme vyraz upravit na tvar
%(97+92+84+90)—%(79+75+64+73) =Y -Y

V prvé zavorce jsou hodnoty Y pro faktor na horni trovni. Podobné ve druhé zavorce jsou
hodnoty Y, kdyz je faktor na své dolni Grovni. Pfi vypoctu efektu metodou ,,primér rozdilt“
se nejprve pocitaly rozdily hodnoty Y na trovni ,,+ a ,,-,, a znich pak primér. Je mozné
postupovat v opa¢ném poradi: nejprve vypoéitat primérmé Y na horni arovni (Y, ) resp. dolni

tirovni (Y_) a potom jejich rozdil. Napf. pro faktor L

i 97+92+84+90

+

=90,75

12
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7 _T9+75+64+73
T 4

=72,75

of (L)=Y —Y =90,75-72,75=18

Metoda ,,rozdil priméra® je uzite€na

a) piiodvozeni rozptylu odhadu efektii faktort (kap.1.4)
b) pfi konstrukci grafu efektu hlavnich faktora (viz obr.1)

Grafy efektu faktori L,G a T

Nejprve vypocitame primeérmé Y pro dolni (-Y) a horni (+Y) urovné, potom sestrojime grafy:

L G T Y

- ; ; 79

n - - 97

- + - 75

+ + - 92

- - n 64

+ - + 84

- + 73

+ + 90
Y 72,75 81 85,75
f 90,75 82,5 77,75

Napf. pro faktor Lje Y = %(79 +75+64+73)=72,75

a Y = %(97+92+84+90)=90,75.

Efekt L Ize vypoéitat jako rozdil Y, a Y_, tj. rozdil Y v koncovych bodech grafu: ef(L) =

90,75-72,75 = 18. Uhel Gsecky s osou x ukazuje velikost efektu: nulovy efekt odpovida
usecce rovnobézné s osou X.

Smér rostouci znamena, ze piechodem z dolni na horni uroven faktoru vzroste efekt, smér
klesajici znamena naopak pokles efektu.

Data pro konstrukei grafu:
Faktor -1 1
72,75| 90,75

Useckovy graf pro faktor L: pro L na dolni irovni je

13
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Y_=72,75 apro L na horni tirovni Y, = 90,75.

Faktor G

-1

81

82,5

Faktor T

85,75

77,75

14
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86
857

841

N

811

80

79 A

78

Protoze se Y maximalizuje (je to Zivotnost), jsou optimalni Grovné
+L, +G, -T .

Pozn.:
1. Vzdy se odegita od ef( Y, ) efekt ef( ¥_).
2. V kapitole o regresnich modelech experimentu uvidime, ze u linearnich modelt se hleda

optimalni urovein faktor uvedenym zpisobem, zatimco u kvadratickych modelti se optimalni
hodnota faktoru vypocita.

Znaménkova metoda

Metoda vypoctu pomoci priiméru z rozdilll Y je pii vétsim poctu faktord obtizné pouZzitelna.
Jednodussi algoritmus ziskame (napf. pti vypoctu efektu T) takto: dosad'me za -13, -15, -2 a -
2 vySe uvedené rozdily:

ef (T) = %[(84 —97) + (64 — 79) + (90 — 92) + (73— 75)] = -8
Setadime-li ¢isla v zavorce tak, jak jsou uvedena v tabulce 5 (ovSem i se znaménky), mame
ef (T) :i(—79—97—75—92+64+84+73+90) =-8

Posloupnost téchto cisel a pfislusnych znamének odpovidd vysledkiim pokust, opatienych
znaménky ve sloupci faktoru T. Znaménko ,,minus znamena, ze zvétSovanim T se zmensuje
Y.

Obecny navod je tedy tento: seCtou se hodnoty ve sloupci Y, pfiCemz kazd4d hodnota ma
znaménko, odpovidajici znaménku u prislusného faktoru v odpovidajicim fadku. Soucet se
vydéli n/2, kde n = pocet pokust.

Naptiklad pro faktor L bude

L = (1/4)(-79+97-75+92-64+84-73+90) = 18.

15
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Znaménko ,,plus“ znamena, ze zvétSovanim L se zvétSuje Y.
Podobné¢ se postupuje u interakei, naptiklad pro interakci LG znaménkovou metodou bude
LG = (1/4)(79-97-75+92+64-84-73+90) = - 1.

Znaménkovou metodu Ize také definovat jako soucin dvou vektort,
spocivajici ve vynasobeni (fadkového) vektoru znamének hodnoceného faktoru se sloupcem
(vektorem) vysledki pokusii, napt.pro faktor L je to soucin vektort

79
97
75

1 92
ef (L):Z(_l’l’_l’l’_l’l’_l’l)' o ~18
84
73

90

ktery se déli polovinou poctu pokusti.

Efekt faktorii a jejich interakci doplnime do tabulky 7.

¢is.| L G T LG | LT | GT |LGT ’7 efekt faktor
1 - - - + + + - 79 81,75 (1
2 + - - - - + + 97 18,0 L
3 - + - - + - + 75 1,5 G
4 + + - + - - - 92 -1,0 LG
5 - - + + - - + 64 -8,0 T
6 + - + - + - - 84 0,5 LT
7 - + + - + - 73 6,0 GT
8 + + + + + + + 90 -0,5 LGT

Tab.7 Efekt faktoru a interakci

Yatesuv algoritmus

Dalsi moznosti vypoctu efektu faktord je Yatestv algoritmus.

Postupuje se tak, Ze ve sloupci (1) je soucet 1. a 2. fadku, potom soucet 3. a 4. fadku, 5. a 6.
radku, 7. a 8. fadku, nésleduje rozdil 2. a 1. fadku, 4. a 3. tadku, 6. a 5, fadku , 8 a 7 radku.
Stejné se postupuje ve sloupci (2) a (3). Cislovanych sloupci je tolik, kolik je faktorti. Efekt
je roven podilu ¢isla v poslednim ¢islovaném sloupci a "délitele". Posloupnost faktorti a

16
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interakci v poslednim sloupci je pevné a nelze ji zménit. Odtud také pochazi sefazeni faktort
v poslednim sloupci tabulky 7.

Y (1) 2) 3) delitel efekt faktor
79 176 343 654 8 81,75 | primér
97 167 311 72 4 18,0 L

75 148 35 6 4 1,5 G
92 163 37 -4 4 -1,0 LG
64 18 -9 -32 4 -8,0 T

84 17 15 2 4 0,5 LT
73 20 -1 24 4 6,0 GT
90 17 -3 -2 4 -0,5 LGT

Zde se postupuje tak, ze ve sloupci (1) je soucet 1. a 2. fadku, potom soucet 3. a 4. fadku, 5. a
6. fadku, 7. a 8. fadku, nasleduje rozdil 2. a 1. fadku, 4. a 3. fadku, 6. a 5, tadku , 8 a 7 fadku.
Stejné se postupuje ve sloupci (2) a (3). Cislovanych sloupci je tolik, kolik je faktora. Efekt
je roven podilu ¢isla v poslednim ¢islovaném sloupci a "délitele". Posloupnost faktorti a
interakci v poslednim sloupci je pevné a nelze ji zménit. Odtud také pochazi sefazeni faktord
v poslednim sloupci tabulky 7.

1.4 Rozptyl odhadu efektu faktoru

Vysledky jednotlivych pokusit Yi,...,Ys jsou ndhodné veliciny. Vektor Y=(Yi,...,Ys) je
tentyz jako v regresni analyze (Y = X.f +¢ ).

Pro vektor Y bylo dokdzéano: Y ~ N(EY,varY); pfedpoklada se, Ze varY = o> coZ znamena,
ze vSechny nédhodné veli¢iny Yi maji

- normalni rozdéleni
- stejny rozptyl o’

Predpoklad normality je vyznamny: vyuziva se dale
a) pti odvozeni rozptylu odhadu efektu § ez ,
b) pii grafickém hodnoceni vyznamnosti efektu.

Nesplnéni normality znamena, Ze neni vhodny linearni model. Hleda se tedy kvadraticky, kde
se jinak se pocitaji koeficienty (vektor b), jejich rozptyl a jejich testovani.

S vyuzitim vypoctu efektu jako rozdilu priméri mizeme ziskat charakteristiky efektu.
Jestlize kazda ndhodna veli¢ina Y1 mé rozdé€leni

Y, ~ N(u,0%),

pak pro jejich pramér plati
2
)
n

17
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a také efekt faktoru ( nebot je linearni kombinaci Y, @ Y ) ma normalni rozdéleni s
parametry

€f=Y+—Y_ = efNN(:ue’o_ez)'

Stfedni hodnota
u, =EY, -Y)=pu—-nu=0.

Odhad rozptylu efektu o (stejny pro vSechny faktory) bude:

4.0°
52 =2
n
)
kde n je celkovy pocet pokusi (v€etné opakovani).
Rozptylu odhadu efektu vypocitame takto:
L . . 2 2 2 452
Dlefeku)=s> =DV, =¥ )=D(¥, )+ D(Y )=+ =27 -2
noonoTnon
2 2 2
Mame tedy
407
ef ~N(0,—)
n
Rozptyl odhadu efektu se pouzije k testovani vyznamnosti efektu faktori.
Poznamka:
Pt1 vypoctu charakteristik efektu byly pouzity vlastnosti disperze ndhodné veliciny
D (k.X) =k D (X)
a véta o jednom vybéru z normalniho rozdéleni
_ o’
Xi~N (n,o%) = X~N(u, . )i=12..n
V piipadé opakovanych pokusii se > odhadne pomoci veli¢iny s, ktera se vypogita
R SEH VS,
vV, +..t+v,
3)

v,=n,—1,
n, je poet opakovani i-tého pokusu, s; je rozptyl v i-tém pokusu.

s?je vdzeny rozptyl.

Pokud se jednotlivé pokusy neopakuji, je odhad o provadén riiznymi zpisoby, napf.
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a) pomoci tzv. centralnich bodu (kap.3),
b) jako primér druhych mocnin efektii nejvyssich interakei.

Naptiklad budou-li sledovany ctyfi faktory, oznacené 1,2,3,4, pouzije se efekt jejich
nejvyssich interakei takto:

nejvyssi efekt druha
interakce mocnina
efektu
123 -0,75 0,5625
124 0,50 0,2500
134 -0,25 0,0625
234 -0,75 0,5625
1234 -0,25 0,0625
soucet 1,5

Odtud rozptyl s*=1,5/5=0,3..
V daném piipad¢, protoze se kazdy z pokust opakoval dvakrat, je mozné z dvojic vysledki
Y1,Y; vypocitat rozptyl v kazdém pokusu.

Rozptyl 1ze pti dvou opakovanich vypocitat snadnéji (nez s pouzitim definice rozptylu)
pomoci vztahu

“)

nebot’

Y +7Y. Y +Y.
5 =L[<Yl— = 2>2+(Y2—%)2}=§(Y1 -Y,)?

Po vypoctu efektu faktori je potieba provést vyhodnoceni vyznamnosti ziskanych hodnot,
nebot’ napf. neni jasné. Je-1i ef(L) dostate¢na hodnota,abychom L prohlasili za vlivny faktor.

Pouzivaji se rizné metody hodnoceni vyznamnosti efektli, naptiklad
a) testem
b) graficky (normalni resp. polovi¢ni normalni p-stni graf)
¢) pomoci ANOVA

Dale se budeme zabyvat testem a grafem pro hodnoceni vyznamnosti efekti.
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1.5 Test vyznamnosti efektu

Vyhodou opakovani pokust je moznost testovat vyznamnost efekti nebo provadét analyzu
rezidui.

Nevyhodou opakovani je zvySovani poctu pokust a tim nakladu.
Jiné moznosti umoziujici totéz bez opakovani a tedy pii nizsich nakladech jsou napiiklad

a) zdvojeni méfeni,
b) zafazeni centralnich bodii do experimentu,
c¢) projekce planu.

Zdvojeni méfeni znamend, ze pii jednom pokusu se provadi vice méfeni. Zdvojené méteni
neni totéz co opakované méteni.

O centralnich bodech a projekci planu je pojedndno v dalSich kapitolach.
V této kapitole uvedeme vsechny body testu vyznamnosti efektu.

Test vyznamnosti efektii

1. Nulova hypotéza H,: efekt faktoru je bezvyznamny
Alternativni hypotéza H: efekt faktoru je vyznamny

2.Testovaci kriterium

. efekt
s

e

(5)
3. Kriticka hodnota

tnl 1y +..tn—n (a)
(6)

kde ny, ...,nx jsou pocty opakovani pokust, zde n; = 2; n je pocet pokusti bez opakovéni, zde n
= 8.

4. Zavér testu: pro
> 1 an (@)
se zamita nulova hypotéza coz znamena, ze efekt (a tedy faktor) je vyznamny.
V ptiklad¢ ,,Pruzina“ je
bobnytbny—n () =t,4.4(0,05) = 2,306
Rozptyl

§2 _8+2+2+8+2+8+24+8
8

5
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Vypocty jsou uspoiadany opét v tabulce

Cis. Y, Y, Yi-Y, 52 efekt T = efekt/s,

1 77 81 4 8

2 98 96 2 2 L=18 16,07
3 76 74 2 2 G=1,5 1,34
4 90 94 -4 8 LG=-1,0 -0,89
5 63 65 2 2 T=-8,0 -7,14
6 82 86 -4 8 LT=0,5 0,45
7 72 74 -2 2 GT=6,0 5,36
8 92 88 4 8 LGT =-0,5 -0,45

Tab.8 Testovani vyznamnosti efektu

Kritickou hodnotu pfevysuje v absolutni hodnoté¢ testovaci kriterium faktorit L, T a interakce
GT. Ostatni faktory tedy nemaji vliv na Zivotnost pruziny

1.6 Grafické hodnoceni efektu faktoru

Pokud se neprovadi opakovani jednotlivych pokusti, byvd pouzivana grafickd metoda
uréovani vyznamnych faktord, konkrétné normdlni pravdepodobnostni graf. V grafu se na
vodorovnou osu vynasi efekt

a na svislou osu relativni kumulativni ¢etnost

pi - 100G=05)
m

(7
kde1=1,2, ..., m, m je pocet faktort a interakci.
Za vyznamné se povazuji ty faktory, které se nachazeji vyrazné mimo hlavni linii (zndzornéné
nekdy piimkou, kterd ptedstavuje Gaussovu kiivku na normdalnim pravdépodobnostnim
papife). Pfi pouziti grafické metody je uzitecné sestavit do pomocné tabulky tyto udaje:

Cislo 1 2 3 4 5 6 7

Efekt | -80 | -1,0 | -0,5 0,5 1,5 6,0 18

Faktor T LG | LGT | LT G GT L
P; 7,14 | 21,42 | 3571 | 50 | 64,29 | 78,57 | 92,86

Tab. 9 Grafické hodnoceni vyznamnosti efektu (Pruzina)
Efekty ve druhém fadku jsou uspotadané vzestupné.
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Graf (normal probability plot), sestrojeny z udajlii ve druhém fadku (vodorovnad osa) a ve
¢tvrtém tadku (svisla osa) je na obr.1. Hodnoty P; se vynasi na normalni pravdépodobnostni
papir, takze mdme normalni pravdépodobnostni graf.

V grafu je vidét, Ze mimo hlavni linii jsou ty faktory, u kterych testovaci kriterium piekrocilo
kritickou hodnotu. Jsou to body L (nejvyraznéji), T a GT.

92 86 + * T,

78.57

64.29

50.00

3b.71

21.43

714

£ 10 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1
*
=
3

Obr.1 Grafické urceni vlivnych faktord ( pruZina)

Alternativou k tomuto grafu je polovicni normalni pravdépodobnostni graf (half- normal
probability plot), kde se k jeho sestrojeni pouziji absolutni hodnoty efektii:

Cislo 1 2 3 4 5 6 7

Efekt 0,5 0,5 1,0 1,5 6,0 8,0 18

Faktor LT LGT LG G GT T L
P; 7,14 | 21,42 | 35,71 50 64,29 | 78,57 | 92,86
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Obr.2 Polovi¢ni pravdépodobnostni graf
(half- normal probability plot)

1.7 Regresni model experimentu
Po nalezeni vlivnych faktora 1ze sestavit model experimentu.
Dale budeme rozliSovat tyto modely ( pro dva faktory ):
a) linearni model
Y= b() + b1X1 + b2X2
Tento model je postacujici pro modelovani malych oblasti.
b) uplny kvadraticky model
Y =by + bix; + byx, + b11x12 + b22X22 + bax Xz
Je ¢asto dostacuji i pro popis komplikovanych tvara zavislosti, jeho koeficienty se snadno
naleznou, je propracovand snadnd klasifikace typi téchto modeli a existuji vzorce pro
vypocet optimalni urovné proménnych, které figuruji v t€chto modelech.
¢) netplny kvadraticky model
Y =bg + bix; + byxz + biaxix,

Vypocet regresnich koeficientli u jednotlivych modelt:

U modelu a) a c) se koeficienty mohou pocitat riznymi zptsoby, napf.

1) Pomoci efektii , kde b, = Y.,bi;bso,..., by je polovinou
ptislusného efektu, napt. 0,5.ef(x;) =b;.

2) Metodou nejmensich ¢tverct
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Pro model b) nelze pouzit efekti ani MNC.
Pouzivaji se napf. tyto zptisoby vypoctu:

1) Kombinovany plan
2) Ttiuroviovy plan
3) Box - Behnkentiv plan

Neuplny kvadraticky model v ptikladé ,,Pruzina“ bude
Y =81,75+9.L-4T+3.G.T
Ptepocet na piivodni proménné bude (vzorec 1)

L —12.5 G

Y=81.75+9.—4——4T + 3. 6
2.5

0

T

Po tpravé vychazi
Y =36,75+3,6L, 22T + 3 G, T

Model Ize vyuzit k vypoctu teoretickych hodnot.
Naptiklad pro L=G=T=-1 bude

¥, =81,75+9.(-1) = 4.(-1) +3.(-1).(-1) = 79,75

Poznamka:

U nekdédovanych proménnych je problém pii dosazovani za kvalitativni proménné, zde napf.
typ materialu: nelze je dosadit.

Problém se fesi se zavedenim specidlnich proménnych, viz kap.9.

1.8 Rezidualni odchylky: vypocet, vlastnosti a vyznam

Rozdil empirické hodnoty Y (= vysledek pokusu ) a teoretické hodnoty Y je rezidualni
odchylka (residual error): e, =Y, — 7.

1

Y Teoretické e (rezidua)
1.pokus 2.pokus hodnoty 1.rezidua 2.rezidua
77 81 79,75 77-79,75= 81-79,75 =
-2,75 1,25
98 96 97,75 0,25 -1,75
76 74 73,75 2,25 0,25
90 94 91,75 -1,75 2,25
63 65 65,75 2,75 -0,75
82 86 83,75 -1,75 2,25
72 74 71,75 0,25 2,25
92 88 89,75 2,25 -1,75

24




UPLNY FAKTOROVY EXPERIMENT NA DVOU UROVNICH

Rezidua by méla byt u spravného modelu
a) nezavisla,

a) normdlné rozdélena (nenormalita reziduji znamen4, Ze linedrni model neni vhodny),
b) s konstantnim rozptylem.

Napt. pro faktor L v ptiklad¢€ ,,Pruzina® mame tato rezidua:

L G T LG LT GT LGT Res

-1 - - + + + - -0,75
+1 - - - - + + -0,75
-1 + - - + - + 1,25
1 T - + - - - 0,25
-1 - + + - - + -2,25
+1 - + - + - - 0,25
-1 + + - + - 1,25
+1 + + + + + + 0,25

Pro faktor ,,L“ bude graf rezidui vers. tirovn¢ faktoru:

Plot of Col_3 vs Col 4

Col_3

-1 -0,6 -0,2 0,2 0,6 1
Col_4

Rezidua maji pro dolni uroven faktoru L vétsi rozptyl nez pro horni trovei. Nekonstantni
rozptyl znamend, Ze variabilita Y je ovliviliovdna urovni faktord a musi se vzit v tivahu.
Takovy graf se sestroji pro vSechny faktory L,G a T.

1.9 Metoda nejmensich ¢tverci v DOE
Koeficienty v regresnim modelu lze vypogitat také MNC pomoci znamého vzorce b = (X' X)

'X"Y. Jeho pouziti ukiZeme na jednoduchém piikladg.

Priklad 2
Mgjme plan 2 .
Plan experimentu pak bude:
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Pokus A B AB
1 -1 -1
2 1 -1 -1
3 -1 1 -1
4 1 1 1

Vypocet regresnich koeficientli provedeme dle vztahu

b=(X"X)"'X"Y, kde matice X a dalsi potfebné matice jsou:

1 -1 -1 1 1 1 1 1t =1 -1 1 4.0 0 0
11 =1 =] _q -1 1 =1 1t 1 =1 =1] |0 4 0 0
1 -1 1 -1 -1 -1 1 1)1 =1 1 =1/ {0 0 4 0
11 1 1 1 -1 -1 11 1 1 1 00 0 4
43 0 0 0
110 4> 0o o] 1
XX = =2
() 4*1o 0 4 o] 4
0o 0o o 4°
1 1 1 1]y
1 1(-1 1 -1 1|
b=X"X)'X"Y=-IX"Y=—- |2
4 4 (-1 -1 1 1|y,
1 -1 -1 1|7,

Y+Y,+Y,+7Y,
1|-Y,+Y,-Y,+Y,

41-Y, =Y, +Y, +7Y,
Y=Y, -Y+7,

V prvém tadku dostavame primér z Yi, v dalSich fadcich soucet vysledki (Yi) se stejnymi
znaménky jako u znaménkové metody, ale Ctvrtinu misto oCekavané poloviny (obecné n/2). Je
to proto, Ze zde pocitame koeficienty, kdezto u znaménkové metody efekty.

Naptiklad efekt prvniho faktoru je 0,5(Y1-Y2+Y3-Y4), zde ale mame koeficient = 0,25.
(Y1-Y2+Y3-Y4).

Jelikoz koeficient = efekt /2 , bude

koeficient = 0,5 [0,5 (Y1-Y2+Y3-Y4)] = 0,25 (Y1-Y2+Y3-Y4).

Pozn.: U uplného kvadratického modelu jsou sloupce b;; a by, linedrné zavislé, proto by
vypocet viibec neprob¢hl.

K ¢emu slouzi regresni modely experimentu:

1) kvypoctuY pro libovolnou uroven faktoru

2) k urceni sméru dynamického planovani experimentii

3) k vypoctu optimalnich hodnot faktort (u kvadratickych modelt — linearni nemaji extrém)
4) k vypoctu teoretickych hodnot
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5) k vypoctu rezidudlnich odchylek

1.10 Grafy interakci

Pro vyznamné interakce se sestrojuji grafy, umoznujici diskusi o optimdlni Urovni
jednotlivych faktort v zavislosti na druhém faktoru. Vysledna optimalni tirovein miize byt
diametraln€ odliSna od té, ktera se stanovila individualné.

Tak naptiklad pro vyznamnou interakci GT sestrojime graf vlivu G na ukazatel kvality Y
v zavislosti na faktoru T: V tabulce 6 nalezneme

G T prameér
- - 79 97 88

+ - 75 92 83,5
G T prumeér
- + 64 84 74

+ + 73 90 81,5

Tab.10 Urceni krajnich bodii grafu interakci

88 -T

\ 83,5

M 81,5

74

v

Obr.3 Vliv G na Y v zavislosti na T

Na vodorovné ose je prvni faktor z interakce GT, tedy G, na svislé vzdy Y. Sestroji se krajni
body grafu; maji soufadnice

-1 88
+1 83,5
-1 74
+1 81,5

V prvém ptipadé bylo T zédporné, ve druhém kladné. Proto jsou grafy oznacené —T resp. +T.
Z grafu je vidét, ze pro maximalizaci Y je nejlepsi T na dolni Grovni
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(-T) a Ze zména G neovliviluje vyrazné Y.

Piiklad 3
Sestrojte graf efektu Grovni faktoru B pro plan
A B Y
- - 3
+ - 5
- + 2
+ + 1
Pramér ++ (5+1)2=3 2+1)2=1.5
Priimér -Y (3+2)2=25 (3+5)2 =4

Efekt A metodou ,,rozdil priméri ef(A) = 3 - 2.5 = 0.5. Efekt faktoru B je
ef(By=15-4=-25

Obr.4 Graf efektu arovni faktoru A

2 Shrnuti kapitoly 1

Zékladni informace této kapitole jsou: jak sestavit plan experimentu a vypocitat vliv
jednotlivych faktort. JelikoZ vypocitané hodnoty faktor nelze hodnotit subjektivné, existuje
exaktni metoda — test vyznamnosti efektt. Je také mozné pouzit grafickou metodu hodnoceni.
Nalezené vyznamné faktory jsou pouzity k sestaveni modelu experimentu. Ten muze byt
linedrni nebo kvadraticky. Pii jejich sestavovani jsou vyznamné rozdily a je proto vhodné
nejprve rozhodnout, je li kvadraticky model potieba. Kvadraticky model je piesnéjsi a umozni
nalézt idedlni nastaveni vyznamnych parametri. DalSim zlepSenim modelovani procesu je
pouziti dynamického planovani.

Vsechny tyto poznatky byly objasnény v prvé kapitole. Jejich zvladnuti si ovéite pomoci
kontrolnich otdzek a tloh k procviceni.
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XN B W=

[\ T N T NG T N T N0 T N T N T N S g W SR SRy
NN P WL, OOVOJINWnM P WND—O

Otazky ke kapitole 1

Do které vyrobni etapy zejména patii DOE
Jaké jsou cile DOE

Co obsahuje plan experimentu

Co je pokus a co experiment

Napiste vzorec pro kédovani proménné
Definujte efekt faktoru

Vyjmenujte 5 zptsobl vypoctu efektu faktoru
Jak se sestroji graf efektu faktoru

K ¢emu slouzi graf efektu faktoru

. Jak se vypocita pocet pokust v iplném planu

. Jak se vypocita rozptyl odhadu efektu faktoru

. Jak se odhadne rozptyl veli¢iny Y

. NapiSte vzorec pro vazeny rozptyl

. Jak se pocita rozptyl odhadu efektu faktoru u neopakovanych pokust
. Napiste jednoduchy vzorec pro rozptyl dvou veli¢in

. Napiste vSechny body testu vyznamnosti efektu

. Napiste tabulku potiebnou ke grafickému hodnoceni efekti
. Co je na osach pii grafickém hodnoceni efekti

. Jak se poznaji vyznamné faktory pii grafickém hodnoceni

. Jak se rozdéluji regresni modely experimentu

. Jak se pocitaji koeficienty v linearnim modelu

. Jak se pocitaji koeficienty v uplném kvadratickém modelu

. K ¢emu slouzi regresni model experimentu

. Jak se pocitaji rezidualni odchylky

. K ¢emu slozi rezidualni odchylky

. Jaké vlastnosti musi mit rezidualni odchylky

. Ukazte pouziti MNC v DOE
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|
i,

:@: Resené tilohy ke kapitole 1

Piiklad 1
1. Napiste do tabulky polovi¢ni plan pro faktory A,B,C:

A B C Y efekt faktor
22
20 A
17 B
21 AB

™

Vysledky pokusii v krychlovych bodech jsou 22,20,17,21.

Urcit efekty A, Ba C.

Napsat linearni model pro tento plan.

Najit teoretickou hodnotu Y pro A,B a C na dolni trovni.

Doplnit tento plan o hvézdicové body

Doplnit do planu tfi centralni body a urcit pure error Spg, jsou li vysledky v centralnich
bodech 26, 28 a 30.

NN kW

Priklad 2

Sestavte uplny plan pro faktory E,F,G. Vysledky pokust jsou 5,5.,4,5,3,2,3,1.
Vypocitejte efekt faktorti a interakci dvojic a trojice.

Sestavte tabulku, potfebnou pro konstrukci grafu pro hodnoceni vyznamnosti efektt.

Priklad 3

Napiste uplny plan pro faktory A,B,C.

Vypocitejte ef(A) a ef(C), jsou li vysledky jednotlivych pokust 2,6,7,7,4,5,6,3.
Napiste tabulky potfebné pro graf interakci. Proved’te ndkres grafu.

Jaké je optimalni uroven, kdyz Y se minimalizuje?

Piiklad 4
Pro faktory T,C,K
a) napiste Uplny plan
b) vypocitejte efekty
c) otestujte efekty
d) vyhodnotte efekty graficky
e) napiste neuplny kvadraticky model
f) sestrojte useCkové grafy a vypocitejte efekt jako rozdil praiméri
g) vypocitejte rezidua

Vysledky pokust pfi dvou opakovanich jsou:

Y] Y2
59 61
74 70
50 58
69 67
50 54
81 85
46 44
79 81
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Piiklad 5

Pouzijte Yatesiv algoritmus k urceni efektu dat v tabulce, ziskanych uplnym faktorovym
, 3

planem 2°.

X1 | X [X3]Y
- - - 13
+ |- 11
e 9
+ [+ |- 5
- |- |+ |11
+ -1+ 1 8
-+ 1+ 9
+ [+ 1 7
-“EP bt KLIC K RESENI
Reseni(1):
A C Y
-1 -1 1 22
1 -1 -1 20
-1 1 -1 17
1 1 1 21
-1,41 0 0
1,41 0 0
0 1,41 0
0 1,44 0
0 0 -1,41
0 0 1,41
0 0 0 26
0 0 0 28
0 0 0 30
ef(A)=1,¢ef(B)=-2,¢ef(C)=3; Y =20
Y=20+0,5A-B+1,5C
Y(-1,-1,-1)=20-0,5+1-1,5=19
Spr=2>+0+2>=8
Reseni(2):
E F G Y efekt faktor
1 - - - 5
2 + - - 5 -0,5 E
3 - + - 4 -0,5 F
4 + + - 5 0 EF
5 - - + 3 -2,5 G
6 + - + 2 -1 EG
7 - + + 3 0 FG
8 + + 1 -0,5 EFG
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i 1 2 3 4 5 6 7
Efekt -2,5 -1 -0,5 -0,5 -0,5 0 0
Faktor G EG E F EFG EF FG

Pi 7,14 21,43 35,71 50 64,29 78,57 92,86

100(i — 0,5

p - 1006 -05)
7
Reseni(3):
A B C Y
- - - 2
n 5 : 6
_ + _ 7
+ + - 7
- - + 4
+ - + 5
- + + 6
+ + 3
Y =55
=45
Optimalni aroven pro C je horni Groven.
Tabulky pro konstrukci grafu interakei
A C Y Primérné Y
+ - 6;7 6,5
- - 2:7 45
A C Y Primérné Y
+ + 5;3 4
- + 4,6 5
Reseni(4):
Podet pokusi: n=2°=8
pokus T C K TC TK CK TCK Y, Y, ?
1 - - - + + - 59 61 60
2 + - - - - + + 74 70 72
3 _ + - - + - + 50 58 54
4 + + - + - - - 69 67 68
5 - - + + - - + 50 54 52
6 + - + - + - - 81 85 83
7 - + + - - + - 46 44 45
8 + + + + + + 79 81 80
? ) 52,75 66,75 63,5
? . 75,75 61,75 65 ? _ 64,25
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Vypocet efektli pomoci znaménkové metody

ef (T} =3(-60+72-54+68-52+83—45+80) =23
ef(C)=3(-60-72+54+68-52-83+45+80)=-5
ef (K) =3(-60-72-54-68+52+83+45+80) =15
ef(TC)=2(60-72-54+68+52- 83— 45+80) = 15
ef(TK) = 3(60 — 72+ 54 — 68 — 52 + 83 — 45 + 80) = 10
ef (CK) = 2(60+72-54—68—52-83 +45+80) =0

ef (TCK) =3(—60+ 72454 - 68+ 52— 83— 45+80) = 05

Test vyznamnosti efektd

1) Stanoveni hypotéz: Hy : efekt faktoru je bezvyznamny
H, : efekt faktoru je vyznamny

2

Pokusy Si
1 2
2 8
3 32
4 2
5 8
6 8
7 2
8 2

. 3
si=;(h-%)
Napt.: E‘.f_' = %{_Fl - 1‘2}: = %t}g_ 51}2 =2

¥y *ST Vg 53 +Vg "85 1ty '5G Vg S5 +Vg 85 +Vp 85 H1p 5T
E  —— — — e

2
F
¥y BV BV B BV R VB
_ 12418+1:32+124 18+ 18412412 _ 64 _

- 1+1+1+1+1+1+1+1 8 8
4@ 4@
35 B oe— i e— 2
16
2) Testovaci kritérium: &= @
faktor t
T 16263
C C 3,536 Vyznamné faktory + jedna interakce
K 1,061
TC 1,061
TK C 7,071 )
CK 0
TCK 0,354
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3) Kriticka hodnota: K = t5 (0,05) = 2,306

4) Pokud je testovaci kritérium v absolutni hodnoté€ vétsi, nez kritickd hodnota, zamitame

Ho. Vyznamné faktory jsou vyznaeny cervené. Jsou to T, C a TK.

Grafické hodnoceni efektu

Cislo

1

Efekt

-5

0,5

1,5

1,5

10

23

Faktor

C

CK

TCK

TC

TK

P

7,143

21,43

35,71

50

64,286

78,57

92,857

100
90
80
70
60

40
30
20
10

. 0

T¢K

SK

-10 -5 0 5 10 15

efekt

Obr.1 Graf hodnoceni efektu

Vyznamné efekty lezi mimo hlavni linii: C, TK, T.

Neuplny kvadraticky model
y= b() + bTT + bcC + bTKTK"

Y=64,5+11,5T-2,5C+5TK

Useckovy graf pro efekt T

ef(T)=Y .- Y.=7575-52,75=23

¢

20

25
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<|

B0

75,75
) //J
60 /

52,75

50

40

30

20

10

+ T

Obr. 2 Usec¢kovy graf pro efekt T

Useckovy graf pro efekt C

ef(C)=Y.- Y.=61,55-66,75="-5

=<

67

66

66,75 .\\
” \
b4

) ™~

\‘. 61,55

6l

60

59
+

Obr. 3 Useckovy graf pro efekt C

Use&kovy graf pro efekt K

ef(K)=Y - Y.=65-63,5=1,5
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=<l
5}
Lo
un

65

65 /l
64,5
64 /
63,5 l/

63,5

62,5 T 1
* T
Obr. 4 Useckovy graf pro efekt K
Vypocet rezidui
F,=6425-1542545=6028 =xg =% -F, =028
¥, =6425+15+25=-5=7325=> ¢, =1, =L = 1,25
f; =6425—-15-25+5=5525=» e; =1, — ;=125
f=6425+ 15— 25—-5=6825=» g, =01, -, =025
¥, =6425—15+25—-5=5025=> ¢, =¥, — . = —-175
Y. =64254+ 15+ 25+5=8325=> ¢, =¥, —¥. =025
¥, =6425—-15-25-5=4525=» . =1, — . =025
¥y =6425+15=25+5=7825=2 g, =, =1, = =175
T C TK v Y e
- - + 60,5 60 0,25
+ - - 73,25 72 1,25
- + + 55,25 54 1,25
+ + - 68,25 68 0,25
- - - 50,25 52 -1,75
+ - + 83,25 83 0,25
- + - 45,25 45 0,25
+ + + 78,25 80 -1,75
Reseni(5):
Yatesiv algoritmus:
y (1) 2) 3) délitel efekt faktor X1 X) X3
13 24 38 73 8 9,125 | prumér - - -
11 14 35 11 4 2,75 | x, ¥ ;
9 19 -6 -13 4 -3,25 | xo - + -
5 16 -5 -1 4 0,25 | x10 + n ;
11 -2 -10 -3 4 -0,75 | x5 - - +
8 -4 -3 1 4 0,25 X1.3 + - +
9 -3 -2 7 4 1,75 X23 - + +
7 -2 1 3 4 0,75 | X123 +
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2. CASTECNY FAKTOROVY EXPERIMENT SE DVEMA
UROVNEMI

(Fractional Factorial Design at Two Levels)

@ Cas ke studiu: 10 hodin

@ Cilem druhé kapitole je objasnit zejména:

a) jak lze snizit pocet pokusl v experimentu

b) jaké problémy piinasi sniZzeni poctu pokusti a jak se fesi

LLI]| Vyklad

Vuplném faktorovém experimentu se sestavuje plan experimentu pro kazdy faktor. U
castecného faktorového experimentu se plan sestavi jen pro né€kolik faktort. Ty budeme
nazyvat hlavni faktory. Ostatni faktory, které nazveme vedlejsi faktory, se vyjadii pomoci
hlavnich. Tim se dosdhne sniZeni poctu pokusii. Oznaceni hlavni a vedlejsi nijak nesouvisi
s velikosti jejich vlivu na sledovany ukazatel Y. Ten ani nelze na pocatku experimentu
vymezit, nebot’ se vychazi z toho, Ze o vlivu faktorti se nic nevi. Pokud jde o zplisob vyjadieni
vedlejSich faktort pomoci hlavnich, je vyznamné, jak se provede. Tomuto problému se
budeme vénovat pozdéji.

Je-li 2" ozna&eni pro uplny experiment,

2 = pocet urovni faktort,
k = pocet faktort,

pak 2"7 je oznaceni pro Caste¢ny faktorovy experiment,
p = stupen sniZeni.

Chceme-li naptiklad v planu 27, ktery pfedstavuje n = 128 pokustl, sniZit pocet pokusil na
polovinu, tj.
2_ — 27—1 ,
2

dostavame Castecny faktorovy experiment, ktery predstavuje

n=2""=64
pokusti, tedy polo vinu. Jeto negjmensi mozné snizeni poctu pokust. Plany se snizenim
poctu pokusii na polovinu se nazyvaji polovicni plany.

Stupeii snizeni p muze byt i vyssi nez 1, napiiklad

27—4

b
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kde bude jen n = 8 pokust. To je pro k =7 faktor nejvyssi mozné snizeni. U tzv. linearnich
planu (plant prvniho tadu), slouZicich k nalezeni modell, které obsahuji jen faktory bez
jejich kombinaci nebo mocnin, vychazi nejvétsi mozné snizeni z pravidla, podle kterého
pocet pokusii nesmi byt mensi nez pocet parametrii v regresnim modelu, coz je zde totozné s
poctem faktorii.
Musi tedy platit

n>k .

Pro kvadratické plany, které jsou urCené k nalezeni kvadratickych modeltl, je podminek vice,
jak uvidime ve ¢tvrté kapitole.

Plany s nejvetsim sniZzenim jsou saturované (nasycené) plany. V uvedeném piipadé k=7 a
n=2""*=8, takZe p = 4 je nejvyssi mozny stupefi snizeni.

Naptiklad pro k = 15 faktori je nejvy$$i mozné snizeni 2'°"', nebot’ pocet pokusti je pii p =
11 roven n = 16 a pocet faktorti je k = 15. Pokud bychom provedli jesté vyssi snizeni, napt.
2'512 potom k = 15, ale n = 8, takZe n < k. Mezi polovi¢nimi a nasycenymi plany maze byt
jesté fada moznosti sniZzeni. Plany se stupném sniZeni mezi maximalnim a minimalnim se
nazyvaji stredove plany.

Napiiklad mezi 2" a 2”* jsou stfedové plany 272 a 277,

Céstecné faktorové plany Ize tedy rozdélit do tii skupin:
a) plany s nejnizs§im snizenim (poloviéni)

b) plany s nejvys$Sim snizenim (saturované)

c) stiedové plany

2.1 Operace s faktory a jejich vlastnosti

Ozna¢me I faktor, obsahujici jen urovné ,,+ “. Takovy faktor se nazyva jednotkovy.
Pro operace s faktory plati tyto zfejmé vztahy

AA=]
(8)
AI=LA=A

©)

(A.B).C = A(B.C)
(10)

AB=BA

(11)

Pti vyhodnocovani ¢aste€nych planti se pouziva nékolik diilezitych pojm, které objasnime
v nasledujicim obecném prikladé.

Piiklad 1

A,B,C,D.E jsou faktory, pro které se ma sestavit polovi¢ni plan.
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Postupujeme tak, Zze ur¢ime 4 hlavni faktory (naptiklad A,B,C,D), pro které se sestavi tplny
plan a zbyvajici (vedlejsi) faktor E se vyjadii jako jejich kombinace, naptiklad

E=ABCD
(12)

Kazda kombinace faktord tvoti slovo. Slovo se sklada z pismen (faktorti). Pocet pismen ve
slové je délka slova. Vztah (12) se nazyva generdator. V planu 2“7 je p vedlejsich faktord,
z nichZ kazdy musi byt vytvofen (generovan) pomoci hlavnich, proto je také p generatort.
Vynasobenim generatoru (12) levou stranou, tj. faktorem E,

E.E=E. ABCD
a s pouzitim vztaht (8) — (11) dostdvame

1= ABCDE.
(13)

Slova, kterd jsou rovna jednotkovému faktoru I, se nazyvaji definicni rovnice, naptiklad (13).
Jak uvidime dale, defini¢nich rovnic mize byt i vice nez jedna. Délka nejkratsiho slova
v defini¢nich rovnicich je tzv. Feseni planu (resolution of the design) a zapisuje se k typu

. L A5l ey :
planu fimskou ¢&islici jako index. Zde napt. 2, . Z tohoto zéapisu &teme: faktory jsou na dvou
urovnich, pocet faktort je 5, vedlejsi faktor je jeden, jedna se o polovi¢ni plan a stupen feseni
je V. ReSeni planu je V proto, Ze slovo v defini¢ni rovnici (13) ma délku (pocet pismen) 5.

2.2 Nalezeni zaménitelnych dvojic

Pomoci definiéni rovnice Ize najit dvojice faktorli (resp.interakci), které tvofi stejné
posloupnosti znamének a které se nazyvaji zameénitelné dvojice.
Naptiklad zaménitelnou interakci k DE nalezneme vynasobenim defini¢ni rovnice touto
interakci

I=ABCDE/DE

DE.I = DE.ABCDE
Podle (8) a (9) dostavame

DE = ABC
Praktické pouziti ilustruje nasledujici priklad.

Ptiklad 2 ([3], upraveno)

Sleduje se mnozstvi barviva Y, které zlistane na latce po absolvovani testll (ve srovnani se
standardnim vzorkem), v zavislosti na faktorech:

A =pH, B = teplota, C = koncentrace, D = dokoncovaci teplota, E = dokoncovaci ¢as.
Faktory a jejich dvé trovné jsou v tabulce 1.
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Faktor Symbol - +
PH A 4.5 5.5
teplota B 70°C 80°C
koncentr. C 1g/l 3g/l
dok.teplota D 170°C 190°C
dok.Cas E 50s. 70s.

Tab.1 Faktory a jejich Grovné

Ma se sestrojit uplny plan a nalézt nejvyznamné;jsi faktory, sestrojit poloviéni plan, nalézt
nejvyznamnéjsi faktory a porovnat vysledek polovi¢niho planu s Gplnym planem.

Reseni:
Uplny faktorovy plan 2°
Cis. | A B C D E Y | DE |ABC| ACDE
1 - - - - - 13.1 + - +
2 + - - - - 9.9 + + -
3 - + - - - 8.1 + + +
4 + + - - - 7.5 + - -
5 - - + - - 190 | + + -
6 + - + - - 192 ] + - +
7 - + + - - |10 + - -
8 + |+ |+ - - [0 + ]+ +
9 - - - + - 10.6 - - -
10 | + - + - | 82| - + +
11 - + - + - 1o - + -
12 + + - + - 11.2 - - +
13 - - + + - 5.1 - + +
14 + - + + 9.7 - - -
15 - + + + - 4.1 - - +
16 + + + + - 2.9 - + -
17 - - - - + 6.4 - + -
18 + - - - + 9.8 - + +
19 - + - - + 9.0 - + -
20 + + - - + 6.6 - - +
21 - - + - + 4.9 - + +
22 + - + - + 53 - - -
23 - + + - + | -5.1 - - +
24 + + + - + | -37 - + -
25 - - - + + 17.3 + - +
26 + - + + 12.7 + + -
27 - + - + + 12.9 + + +
28 + + - + + 13.7 + - -
29 - - + + + 12.4 + + -
30 + - + + + 12.4 + - +
31 - + + + + 3.8 + - -
32 + + + 4.0 + + +

Efekty faktort v uplném planu, vypocitany znaménkovou metodou, jsou:
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Faktor A B C D E
Efekt -0.2 -4.5 -6.0 4.0 0.3
Fakt. AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE
Ef. 0.0 0.9 -0.1 0.1 -3.5 1.4 -0.5 0.6 -0.8 3.0
Fakt. ABC ABD ABE ACD ACE ADE BCD BCE BDE CDE
Ef. -0.6 0.3 0.1 0.3 -0.3 -0.7 0.4 -0.5 -1.5 0.2
Fakt. ABCD ABCE ABDE ACDE BCDE ABCDE
Ef. -1.1 0.8 1.0 0.1 0.2 -0.4

Ur¢ime vyznamné faktory.

Protoze se jednotlivé pokusy neopakuji, nelze pouzit testu (bez opakovani neni mozné
vypocitat smérodatnou odchylku, ktera je soucasti testovaciho kriteria). V takovych
ptipadech se pouziva graficka metoda. Body, které lezi mimo hlavni linii, jsou zde
C(efekt =-6.0, Pi=1.67), B(-4.5,5), BC(-3.5,8.33), DE(3.0,95), D(4.0,98.33), (obr.1).

P
97.72+ * D
- * DB
- *
B4.13+ *
- "
- *
i
= 2
50.00+ 4
- E 3
- *
- 3
15.87+ L
- *
* ‘H(‘:
- * 7
2.28+4 *
———————— 4 emm e m e mmseefees e e m == —m ===~ —+ pfpkt
-3.0 -2.5 0.0 2.5 5.0

Obr.1 Grafické ur€eni vlivnych faktor v aplném planu

Nyni sestavime poloviéni plan 2>,

a) Jako hlavni faktory jsou stanoveny A,B,C,D, vedlejsi je E. Ten bude vyjadien pomoci
hlavnich. Generator volime E = ABCD.
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Pokus A B C D E= uplny Y
ABCD |plan

1 - - - - + 17 6,4
2 + - - - 2 9,9
3 - + - - - 3 8,1
4 + - - + 20 6,6
5 - + - - 5 9,0
6 + - + - + 22 5,3
7 - + + - + 23 -5,1
8 + + + - - 8 -1,0
9 - - - + - 9 10,6
10 + - + + 26 12,7
11 - + - + + 27 12,9
12 + + - + - 12 11,2
13 - - + + + 29 12,4
14 + - + + - 14 9,7
15 - + + + - 15 4,1
16 + + + + 32 4,0

Tab.2 Polovi¢ni plan (zdkladni frakce)

Polovi¢ni plan tedy ma 16 pokusi, ale nikoli prvnich 16 z uplného planu. Které pokusy
uplného planu jsou zde obsazeny, je patrné z predposledniho sloupce (,,uplny plan‘), kde jsou
&isla fadkd planu 2°.

Druhou polovinu uplného planu, kterou nazyvame doplitkovou frakci, tj. zbyvajicich 16
pokusti nalezneme, zvolime-li generator E = - ABCD:

¢ A B C D -ABCD =E | Uplny plan Y
1 - - - - - 1 13,1
2 + - - + 18 9,8
3 - + - - + 19 9,0
4 + + - - - 4 7,5
5 - - + - + 21 49
6 + - + - - 6 9,2
7 - + + - - 7 -1,0
8 + + + - + 24 -3,7
9 - - - + + 25 17,3
10 + - + - 10 8,2
11 - + - + - 11 11,0
12 + + - + + 28 13,7
13 - - + + - 13 5,1
14 + - + + + 30 12,4
15 - + + + + 31 3,8
16 + + - 16 2,9

Tab.3 Polovi¢ni plan (dopliikové frakce)
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Vypocet efektu faktor pro polovi¢ni plan, se pocita opet znaménkovou metodou. Vysledky
jsou v tabulce 4: prvé dva sloupce pro prvni polovinu, druhé dva sloupce pro duhou polovinu

planu.

Faktor Efekt v 1.frakci Faktor Efekt ve

2. frakci
A+BCDE 0,0 A-BCDE -0,4
B+ACDE -4.4 B-ACDE -4,6
C+ABDE -5,0 C-ABDE -7,0
D+ABDE 4.8 D-ABDE 3,2
E+ABCD -0,8 E-ABCD 1,4
AB+CDE 0,2 AB-CDE -0,2
AC+BDE -0,6 AC-BDE 2.4
AD+BCE -0,6 ADBCE 0,4
AE+BCD 0,5 AE-BCD -0,3
BC+ADE -4,2 BC-ADE -2,8
BD+ACD 1,1 BD-ACD 1,7
BE+ACD -0,2 BE-ACD -0,8
CD+ABE 0,7 CD-ABE 0,5
CE+ABD -0,5 CE-ABD -1,1
DE+ABC 2,4 DE-ABC 3,6

Tab.4 Efekt faktori v obou polovi¢nich planech

Vypocitanym efektiim vSak neodpovida faktor, ale dvojice faktorti. V dalSim budeme fesit,
pro¢ dvojice a které faktory tvoti dvojici. Nejprve vSak provedeme grafické vyhodnoceni
vyznamnosti efektl. Je na obrazku 2.

i
897.72+

[N

84,1

al

R I |

50.00+

15.87

LI B N |

Obr.2 Grafické urceni vlivnych faktorti v polovi¢nim planu
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Z porovnani grafli na obr.1 a obr.2 je zfejmé, ze polovicni plan dava stejné hodnoceni jako
uplny plan. Znamend to tedy, Ze snizenim poctu pokusti na polovinu nedoslo ke ztraté
informaci a tim ke zmén¢ vysledk.

Porovname-li vSak efekty faktoru a jejich interakci v uplném a v polovi¢nim planu je vidét, ze
nejsou presné stejné.

Navic, jak bylo uvedeno, jsou v tabulce 14 uvadény efekty pro s ou ¢ ty, naptiklad

A + BCDE, B + ACDE apod.

Soucty jsou ve sloupci ,,faktor” v tabulce 14 uvedeny proto, Ze snizenim poctu pokusl
dochazi k tomu, ze nékteré posloupnosti znamének u interakci faktort jsou stejné. Naptiklad
(podle tab.12)

ABC |- [+ [+ |- [+ |- |- [+ |- [+ [+ |- [+ |- |- |+

Jsou-li u interakci ABC a DE stejné posloupnosti znamének je jasné, ze také efekt (zde
pocitany znaménkovou metodou) je stejny. Vypocitany efekt patii obéma interakcim, proto
jsou v souctu. Neznamena to ale, ze na kazdou ptipada polovina!

Kdybychom, pouze teoreticky, nalezli oba polovi¢ni plany, muizeme vypocitat, kolik
z celkového efektu piipadd na jednotlivé interakce v souctu (tento vypocet se v praxi
samoziejme neprovadi). V tabulce 14 je naptiklad efekt

B + ACDE = - 4,4

B - ACDE =- 4.,6.

Resenim téchto dvou rovnic dostavame efekt piipadajici na B: -4,5 a na interakci ACDE: 0,1.
Z téchto vysledkt je vidét dva dulezité poznatky:

a) ,.Cisty“ efekt B je pfesn¢ shodny s efektem B v Gplném planu,

b) na interakci piipada zanedbatelné maly podil celkové hodnoty efektu.

Obecné plati, ze ¢im delsi je slovo, tim mensi ma efekt. Za bezvyznamny je povazovan efekt
(interakce) o délce slova alespon 3.

Vysvétluje se také, pro¢ efekt B + ACDE = - 4,4 neni shodny s efektem B v uplném planu
(B:- 4,5). Je to proto, ze efekt B je , kontaminovan®“ efektem interakce ACDE.

Bylo jiZ teceno, Ze pii sestavovani polovi¢nich plant se jeden z faktord vyjadii jako interakce
ostatnich. Rikame-1i ,,ostatnich® neznamena to, e nutné viech ostatnich. Tak naptiklad pfi
péti faktorech A,B,C,D.E je mozné vyjadiit E mnoha zptisoby.

Porovnejme tyto dva:

a) E=AB,

b) E=ABCD

Ptislusné defini¢ni rovnice jsou
a) [=ABE

b) I=ABCDE
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V ptipadé a) mame plan 23!, v pfipadé b) plan 2. Tento druhy plan je lepsi, nebot’ ma
feSeni planu ¥ coz znamena, pii hledani zaménitelnych dvojic budou v souctu kratké a dlouha
slova; naptiklad k A, mame

a) A+BE
b) A+ BCDE

V ptipadé b) tvori zaménitelnou dvojici s A interakce vice faktort, ktera ma proto mensi
podil na celkovém efektu, u vice nez dvou faktori dokonce tak maly, Ze se zanedbava a
pracuje se jen s kratkym slovem, zde s faktorem A. Tim se usnadiiuje diskuse k
vypocitanému efektu.

Optimalni volby generatort pro rizné pocty faktorti (k) a rizné stupné feSeni jsou uvadény
v tabulkach. Jednu z nejkratSich navrhl L.W.Robinson (tab.5).

V tabulce jsou 4 Sipky: napt. pro k =3 a st.feSeni [V: ma li byt fe$. [V, musi se udélat uplny
plan. Tu¢né jsou uvedeny pocty pokusti pro dané k a stupen feSeni. Pro k = 12 az 15 nejsou
uvedeny generatory.

Stupen resent
k 111 1A% \Y
3 3=1.2 4 —> Full 8
4 —» 4=1.23 8 | Full 16
5 4=1.2 8 —> 5=1234 16
5=13
6 6=23 5=123 16 | 6=1.2345 32
6=124
7 7=12.3 7=134 7=123456 64
8 g 8§=234 7=1234 64
8=1.2.5.6
9 5=123 16 | 6=123 32 (| 8=1.2345 128
6=124 7=124 9=123.6.7
7=134 8§=1.2.5
8§=234 9=134.5
9=1234
10 10=1.2 10=2.345 10=14.5.6
11 11=1.3 6=123 32 | 11=24.6.7
7=124
8§=1.2.5
9=134
10=1.3.5
11=14.5
12 12=14 12=234 256
13 13=223 13=2.3.5
14 14=24 14=24.5
15 15=34 15=34.5

Tab.5 Optimalni volby generatora
(L.W.Robinson, QE 15, No3, 2003, s .403-406)

45




CASTECNY FAKTOROVY EXPERIMENT SE DVEMA UROVNEMI

Poznémka
Je vzdy lepsi udélat polovi¢ni plan a pak, na zéklad¢ analyzy, ho ptipadné doplnit (o dalsi
frakci), nez délat ihned uplny plan.

Stejné zasady jako u polovi¢nich plant plati pro stfedové a saturované plany.
Saturované plany jsou ty, kde

pocet parametrt (p) = pocet pokust (n)
Saturovany plan Ize definovat pomoci p (pocet parametrti modelu) nebo pomoci k (pocet

faktorti). U linearnich modelt je saturovany plan ten, kde n = p neboli
n=k+1,protozep=k+1.

2.3 Stanoveni poétu zaménitelnych faktoru

V planu 2*7 je p vedlejsich faktorii. Proto je potfeba p generatori a z nich lze vytvofit

(-

defini¢nich rovnic (dané defini¢ni rovnice + soucin dvojic, kterych je p nad dvéma; soucin
trojic, kterych je p nad ttemi atd.). Vyraz (14) Ize zapsat ve tvaru

(P (P
resp. 1= resp.
53) = £[0)

2 (p
Q| ) -1=a+1 —1=27 -1
0

k=

Pocet defini¢nich rovnic v planu 2P je 2P-1.
Z kazdé defini¢ni rovnice lze vytvofit k danému faktoru zaménitelny faktor, takze v planu

2%°7 je podet zaménitelnych faktord roven poétu defini¢nich rovnic + dany faktor (plus
jedna)

@P-1)+1=2°

Podet zaménitelnych faktord v planu 257 je 2P .

Ptiklad 3 (nalezeni defini¢nich rovnic)
Uvazujme situaci, kdy je sledovano 7 faktort A,B,C,D.E,F,G, ovlivitujicich ukazatel kvality

Y. JestliZze se sestavuje saturovany plan 27, jsou vybrany hlavni faktory A,B,C, pro které
bude sestaven Uplny plan. Zbyvajici 4 faktory (D,E,F,G) jsou vedlejsi.
Generéatory jsou voleny napiiklad takto (jejich pocet je p tj. 4):

D=AB,E=AC,F=BC, G=ABC.
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Defini¢ni rovnice budou (jejich pocet je 27 —1= 2*-1=15):
ABD = ACE = BCF = ABCG
(sou¢in dvou)=BCDE=ACDF=CDG=ABEF=BEG = AFG

(sou¢in tif) = DEF = ADEG = BDFG = CEFG
(sou¢in &tyf) = ABCDEFG

ProtoZe misto 2" =128 pokusil jich bude jen 27 =8, je kazdy plan frakci, ktera je 27 celého
planu, takze existuje 16 frakci a v kazdé je 16 zaménitelnych faktort.

Napriklad pro faktor A mame tuto skupinu zameénitelnych faktort

A+BD+CE+ABCF+BCG+ABCDE+CDF+ACDG+BEF+ABEG
+FG+ADEF+DEG+ABDFG+ACEFG+BDCEFG

(jejich pocet je 2" =2* =16)
Z nich mé smysl ponechat jen interakce dvou, takze pro A to bude

A+BD+CE+FG

2.4 Volba generatori u stfredovych planu

Stiedové plany by mély spojovat dobré vlastnosti polovi¢nich a nasycenych pland. Mezi
sttedovymi plany se hledd takovy plan, ktery ma méné pokusli nez polovi¢ni a pokud mozno
nejvyhodnéjsi skupiny zaménitelnych faktord. Pfipomenime, Ze za nejlepsi zaménitelnou
interakci se povazuje ta, kterd je tvofena nejveétSsim poctem faktorti. Skladba zaménitelnych
faktorti souvisi s volbou generatort.

Priklad 4
Porovnat vysledek riizné volby generatorti u sttedového planu 2" s faktory A,B,C,D,E,F,G.

a) Generatory: E = ABCD, F = ABC, G=BCD

Defini¢ni rovnice budou
I =ABCDE = ABCF = BCDG = DEF = AEG = ADFG = BCEFG
Stupen feseni planu je zde III: 2],

b) Generatory: E = ABC, F = BCD, G = ACD,
Defini¢ni rovnice I = ABCE = BCDF = ACDG = ADEF = BDEG = CEFG == ABFG, kde
stupen feSeni je IV: 2),° .

2.5 Projekce planu

Ma-li néktery z faktorti nevyznamny efekt, je mozné ho vynechat. Ziska se tak plan
s opakovanim. Napt. pro tfi faktory A,B,C ma uplny plan 2° tvar
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A B C
1 - - -
2 + - -
3 - + -
4 + + -
5 - - +
6 + - +
7 - + +
8 + + +

Vynechanim faktoru C vznikl plan s opakovanim.

Obecn¢ plati, Ze madme 1i tplny plan 2% bez opakovani a jestlize v ném vynechame h (h < k)
faktortl, vznikne uplny plan pro k — h faktord s po&tem opakovani 2",

Vynecha-li se v polovi¢nim planu 1 faktor, vznikne Gplny plan.

Piiklad 5
Mgjme plan 2°"' s faktory A,B a C = AB.

A B C=AB
- - +
+ - -
- + -
+ + +

Vynechanim C vznikne Gplny plan.
Podobné vynechanim B vznikne Gplny plan

A B C=AB
- - +
+ - _
- + -
+ + +

Vynechame-li napf. v polovi¢nim planu 2> faktory A a E, vznikne &astecny plan pro B,C a D
se dvema opakovanimi:

¢. A B C D -ABCD =E | tplny plan Y
1 - - - - - 1 13,1
2 + - - + 18 9,8
3 - + - - + 19 9,0
4 + + - - - 4 7,5
5 - - + - + 21 49
6 + - + - - 6 9,2
7 - + + - - 7 -1,0
8 + + + - + 24 -3,7
9 - - - + + 25 17,3
10 + - - + - 10 8,2
11 - + - + - 11 11,0
12 + + - + + 28 13,7
13 - - + + - 13 5,1
14 + - + + + 30 12,4
15 - + + + + 31 3,8
16 + + - 16 2,9
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Obecné vynecha-li se d faktorti v planu 2P bez opakovani, vznikne bud’ tplny plan nebo
castecny plan s opakovadnim. Vznikly plan ma tytéz defini¢ni rovnice, které ale neobsahuji
vynechané faktory.

Pti analyze ¢aste¢nych plant vznikaji komplikace v diisledku souctu faktorti, kterym nalezi
vypocitany efekt. Pii navrhovani ¢asteCnych plani je proto snaha, aby v souctu

a) byla kratké a dlouha slova
b) bylo co nejméng slov.

Prvni cil lze fesit spravnou volbou generatord; ta zpiisobi v kone¢ném disledku vyssi stupen
feseni; jako priklad jsme uvedli porovnani generatorti E = AB resp. E = ABCD, kter¢ vedly

k planim 23" resp.2; ", tedy stupiiim fe$eni III resp. V.

2.6 Dopliikové frakce: tvorba a vlastnosti

Jednou z moznosti jak dosahnout cile b) je doplnéni zdkladni frakce planu o dalsi, tzv.
doplnkové frakce, tedy slucovani frakci (sequence).
Dopliikova frakce u polovi¢nich plani

Priklad 6

Méjme faktory 1,2, 3, 4, 5 a poloviéni plan 2”7
Generator ma tvar 5 = 1234. S timto generatorem se vytvoii prvni polovina (prvni frakce)
uplného planu. Spolu se v§emi interakcemi dvou faktorti je plan v tabulce:

1 2 3 4 5 12 | 13 | 14
- - - - + + + +
+ - - - - - -
- + - - - - + +
+ + - - + + - -
- - + - - + - +
+ - + - + - + -
-+ -1+ - -
+ + + - - + + -
- - - + - + + -
+ - - + + - - +
- + - + + - + -
+ + - + - + - +
- - + + + + - -
+ - + + - - + +
- + + + - - - -
+ + + + + + +
Pokracovani
15 |23 |24 |25 (34 |35 |45 |Y
- + + - + - - 56
- + + + + + + 53
+ - - - + + + 63
+ - + + - - 65
+ - + + - - + 53
+ - + - - + - 55
- + - + - + - 67
-+ - - - -+ et
+ - - + - 69
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+ + - - - - + 45
+ + - + 78
- + - - + - 93
- - + + + 49
- - + + - - 60
+ + + - + - - 95
+ + + + + 82
Efekt jednotlivych faktor vychazi:
1=-2 14=-0,75
2=20,5 15=1,25
3=0 23=1,5
4=12,25 24 =10,75
5=-6,25 25=1,25
12=1,5 34=0,25
13=0,5 35=225
45=-9,5

V tomto planu maji nékteré interakce stejné posloupnosti znamének a proto i stejny efekt,
napt. 123 a 45. Efekt interakce 45 je ef(45) =-9,5.
Protoze je to spole¢ny efekt s interakci 123, piSeme

ef(45)=-9,5 - 45+ 123
Druh4 polovina (druha frakce) k planu 2°”' ma generator

5=-1234
takze I = - 12345

Zameénitelny faktor napft. k 2 je v prvni frakci 1345 a ve druhé frakci - 1345.
Efekt faktoru 2 je v prvni frakci

ef(2) =20,5 > 2+1345
a ve druhé frakci
ef(2) = 18,5 >2 1345

,Cisty“ vliv faktorti 2 a 1345 by se vypodcital jen pfi znalosti obou frakci.

Jelikoz je k dispozici jen jedna frakce, nelze ,Cisty* efekt pocitat. Je proto Zzadouci, aby
v zaménitelnych dvojicich s faktory byly co nejdelsi interakce. Toho se dosdhne tehdy, je-li
vysoky stupeii feseni.

U polovi¢nich plani, sleduje-li se k faktord 1, 2, 3, ..., k, je nejlepsi tento postup:

a) sestavit uplny plan pro faktory 1,2,..., k-1
b) k-ty faktor vyjadiit pomoci faktord 1,2.,3,..., (k-1):

k=1.23..... (k1)
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Dopliikové frakce u stiedovych a saturovanych plant

V planu 2" budou k dispozici tyto generatory pro vytvoreni viech 16 frakei (kazda frakee je
tvofena 8 pokusy)

D=+4B, E=+AC, F=+BC, G=+ABC

Plan 2" a vysledky pokust (pro generétory s kladnymi znaménky) jsou v tabulce:

A B C |D=AB | E=AC | F=BC | G=ABC Y
1 - - - + + + - 69
2 + - - - - + + 52
3 - + - - + - + 60
4 + + - + - - - 83
5 - - + + - - + 71
6 + - + - + - - 50
7 - + + - - + - 59
8 + + + + + 88

Druhou frakei planu 2 vytvofime napriklad takto:
D=-AB,E=AC,F=BC, G=ABC,
takze jen u faktoru D se zménilo znaménko.

Plan této frakce a vysledky pokusii jsou v nasledujici tabulce:

A B C |D=-AB |[E=AC| F=BC | G=ABC | Y
Pokus

9 - - - - + + - 47
10 + - - + - + + 74
11 - + - + + - + 84
2 [+ [+ ] - = - - - 62
13 - - + - - - + 53
14 + - + + + - - 78
15 - + + + - + - 87
16 + + - + + + 60

U prvé frakce je naptiklad efekt faktoru A a zaménitelné dvojice

ef,(A)=3.5—> A+BD+CE+FG

U druhé vychazi
ef,(A4)=0.75.

Zameénitelné dvojice u druhé frakce se ziskaji z prvni tak, ze se zméni znaménka v defini¢nich
rovnicich tam, kde je faktor D
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ef,(4)=0.75—> A— BD + CE + FG .

Efekt faktoru A i zaménitelné dvojice ve spojeném planu lze ziskat jako primér z obou frakci

%(eﬁ(/b +ef2(A))=%(3.5 +0.75—

—>%[(AJrBD+CE+FG)+(A—BD+CE+FG)]:A+CE+FG:2,125

(ovétte vypoctem ef(A) z celého planu)
Zdavodnéni je jednoduché:

l(Yl +..+ Y +Y9+...+Y16): Y +..+Y,

2 4 4 8

Vyraz vlevo je pramér 1. frakce a 2. frakce, vyraz vpravo je efekt pocitany z obou
(sloucenych) frakei.

2.7 Plan experimentu pro osm faktoru

Dalsi cestou ke zkraceni planu pfi jednoduché analyze vysledki je konstrukce specialnich
plant. Naptiklad pro 8 faktorli je mozné sestavit specialni plany v téchto krocich:

a) prvnich osm pokusii naplanovat stejn& jako pro plan 2’ ~* s tim, Ze osmy sloupec je tvofen
jen znaménky plus
b) dalSich osm pokust (tj. pokusy 9 — 16 ) tvoii dopliitkovou frakci s opaénymi znaménky

Vyhody tohoto postupu:
a) nejméné pokusu
b) pocita Cisty efekt ( bez souctl)

Pok 1 2 3 4 5 6 7 8 Y

1 - - - + + + - + 14,0
2 + - - - - + + + 16,8
3 - + - - + - + + 15,0
4 + + - + - - + 15,4
5 - - + + - - + + 27,6
6 + - + - + - - + 24,0
7 - + + - - + - + 27,4
8 + + + + + + + + 22,6
9 | + | + | + | -] I I T - 223
10 - + + + + - - - 17,1
11 + - + + - + - - 21,5
12 - - + - + + + - 17,5
13 + + - - + + - - 15,9
14 - + - + - + + - 21,9
15 + - - + + - + - 16,7
16 - - - - - - - - 20,3
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Na zavér této kapitoly uvedeme doporuceni pro tvorbu ¢astecnych planii:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

plan zacit s omezenym poctem faktord, které staci k fizeni procesu
generatory volit podle doporuceni v tabulkach

po vypoctu efektl vynechat nevyznamné faktory (projekce)

pridat podle potieby vhodné dopliikové frakce

na zacatku planovani ned¢lat uplny plén ani plan s opakovanim

u vétSiho poctu faktori, potiebnych hned v tivodu, hledat specialni plany

>

Shrnuti druhé kapitoly

Tato kapitola je rozsifenim poznatkll z prvé kapitoly. Piindsi zejména informace o tom,
jak snizit pocet pokusu a které problémy — vedle vyhod — toto sniZzeni piinasi.

?

Otazky ke kapitole 2

VXN R WD —

N N — = = = = = = = =
— O 00NNk~ WN—O

Jak znacime CasteCny faktorovy experiment

Jak stanovime pocet pokusili v ¢aste¢ném experimentu
Proc€ se provadi ¢astecny faktorovy experiment

Jak rozdélujeme Caste¢né faktorové experimenty

Co je jednotkovy faktor

Uved’te vlastnosti operaci s faktory

Jak se stanovi maximalni stupen sniZeni

Co je generator, definicni rovnice a stupen feSeni

Co jsou a jak se naleznou zaménitelné dvojice

. Co ovlivni volba generatoru

. Jak se zjisti optimalni volba generatoru

. Jak se stanovi pocet generatorti a pocet defini¢nich rovnic

. Jak se stanovi pocet zaménitelnych faktort

. Jaky je optimdlni generator u polovi¢niho planu

. Co je projekce planu

. Co zpuisobi projekce u uplného planu

. Co zpiisobi projekce u polovi¢niho planu

. K ¢emu slouzi doplikové frakce

. Napiste doplitkovou frakcei k polovi¢nimu planu s 5 faktory
. Jak se snadno stanovi zameénitelné faktory a efekty pti slouceni dvou frakci
. Vysvétlete konstrukei planu pro 8 faktort
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|
i,

:@: Ulohy ke kapitole 2

Priklad 1

Napiste ¢aste¢ny plan 2°7 pro faktory A,B,C,D,E, jsou li vysledky pokusi postupnd
pfi prvém provedeni 17,16,18,15,17,30,18,29,

a pti druhém provedeni 16,18,17,16,19,31,18,28.

A B C D E Y. Y,
1 - - + - - 17 16
2 + - - - + 16 18
3 - + - - + 18 17
4 + + + - - 15 16
5 - - + + + 17 19
6 + - - + - 30 31
7 - + - + - 18 18
8 + + + + + 29 28

Dale:
a) vypocitejte efekty
b) urcete vSechny mozné zaménitelné faktory

Priklad 2

Udglejte &asteény plan 2°7 pro faktory A,B,C,D,E, Vypogitejte efekty a sestrojte
tabulku potfebnou ke grafickému hodnoceni efektt.

Generatory volte: D=ABaE=AC

Plan a vysledky pokusti jsou v tabulce:

A B C D E Y
1 - - - + + 8,5
2 + - - - - 1
3 - + - - + 5
4 + + - + - 8,5
5 - - + + - 9,5
6 + - + - + 1
7 - + + - - 7
8 + + + + + 7,5
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Jg-ﬂ KIi¢ k teSeni kap. 2

Reseni(l):
Céstetny planje 2377
A B C=AB D E=ABD Y, Y, Y
1 - - + - - 17 16 16,5
5 n R R - + 16 18 17
3 - + - - + 18 17 17,5
4 + + + - - 15 16 15,5
5 - - + + + 17 19 18
6 + - - + - 30 31 30,5
7 - + - + - 18 138 18
8 + + + + + 29 28 28,5

a) vypocet efekti:

ef (A) = E (—165+17—-175+155—- 184 305— 18+ 285)=5375

ef (B) = f (—165+ 17+ 175+ 155 — 18 — 30,5 + 18 + 28,5} = 0,625

ef (C+AB) = % (165—17—175+155+ 18— 305— 18 + 285)=-1,125
of(D)= ; (—165— 17— 17,5 - 155+ 18 4 30,5+ 18 + 285)-7,125

ef (E+ABD) = %f—!ﬁ&-—- 17+175—-155+ 18— 305 — 18+ 285) =0,125

Generatory jsou:

E=ABD
C=AB

Defini¢ni rovnice:

I=ABDE = ABC = CDE
Zameénitelné faktory:

A+ BC
B+ AC
C+ AB +DE
D+CE
E+CD
AD + BE
BD + AE
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Reseni(2):

Defini¢ni rovnice: 1= ABD, 1=ACE, I1=BCDE

Zamenitelné faktory:

Zamenitelné faktory s A:

A =BD =CE =ABCDE
Zameénitelné faktory s B:

B =AD = ABCE = CDE
Zameénitelné faktory s C:

C=ABCD = AE =BDE
Zameénitelné faktory s D:

D =AB = ACDE =BCE
Zamenitelné faktory s E:

E=ABDE =AC=BCD

Efekty:
ef(A) = (-8,5+1-5+8,5-9,5+1-7+7,5) / 4 = -3
ef(B) = (-8,5-1+5+8,5-9,5-1+7+7,5) / 4 =2
ef(C) = (-8,5-1-5-8,5+9,5+1+7+7,5) / 4= 0,5
ef(D) = (8,5-1-5+8,5+9,5-1-7+7,5) / 4 =5
ef(E) = (8,5-1+5-8,5-9,5+1-7+7,5) / 4 = -1

Tabulka pro grafické uréeni vyznamnosti faktori:

1 2 3 4 5
Efekt 3 -1 0,5 2 5
Faktor A E C B D
P 10 30 50 70 90
100 - (i — Q5]
Py = '
17
100 - (1 — 0.5
P = —} =10
5
100 - (2 = 0,5)
P, = ‘T =30
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100 -(3 —0,5)

100 (#—0,5
Py = ¥= 70
10Q-(5 — @5
PE=#=?EI

Grafické uréeni viivhych faktor(
100

35 ==

60

40
30 -
20 - .

10 [ Ae)

Vyznamnymi faktory jsou faktory A a D
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3. VYZNAMNE BODY PLANU

@ Cas ke studiu: 1 hodina

@ Cil: Definovat tzv. vyznamné body planu a jejich vlastnosti

Pii hledani kvadratickych regresnich modelti (¢tvrta kapitola) bude potfeba doplnit plan
experimentu o body, se kterymi jsme prozatim nepracovali. V této kapitole proto potiebné
body probereme.

U kazdého z uvadénych bodi je uvedeno jaké ma soufadnice, doporuceny pocet a vyznam.

LLIJ| Vyklad

i

V planu experimentu se pouzivaji podle potieby tfi typy bodui:

1) krychlové body (factorial points)
2) centralni body (central points)
3) hvézdicové body (axial = star points)

U kazdého typu uvedeme pocet bodl v planu, jejich soutradnice a vyznam.

Krychlové body jsou v planu vzdy.
Pocet krychlovych bodi je n=2"".
Soufadnice pro tfi faktory: (1,1, £1).
Vyznam: slouzi k vypoctu efektd faktort.

Centralni body
Doporuceny pocet centralnich bodi je 3 — 5, nebo se pocty urci z tabulky.
Soutadnice pro tfi faktory: (0,0,0)
Vyznam:
a) z Yiv centralnich bodech se pocita primér a srovnava se s primérem Yi
v krychlovych bodech (test zda postacuje linedrni model = test kiivosti)
b) z Yi v centralnich bodech se pogiti odhad rozptylu o* jako nihrada za odhad o* z
opakovanych pokusii (ptiklad 1)
c) ze;v centralnich bodech se pocita Cista chyba méteni (pure error)

Centralni body mohou byt piidany k planu 2P, pokud jsou viechny faktory kvantitativni.
U kvalitativnich faktord neexistuje troven 0.
Centralni body se nepouzivaji k vypoctu efektt faktort.

Hvézdicové body

Pti dvou faktorech x;,x; lezi na kruznici se sttedem (0,0), ktera prochézi vrcholy ¢tverce.
U tfech faktoril jsou to body, kde kulova plocha se stfedem v pocatku a prochazejici
krychlovymi body planu, protina soutadné osy.

Pocet hvézdicovych bodl: n =2k
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Soufadnice pro tii faktory: (+«,0,0),(0,x,0),(0,0,x«), kde doporucené a =4/n, , ny je pocet

krychlovych bodt.

Vyznam:
a) umoziuji vypocet koeficientl v uplném kvadratickém modelu
b) zptesiuji vypocet regresnich koeficienta

E (0, o)
B(-1,1) ALD

F (-a, 0) H (a, 0)

S (0, 0)

C(-1,-1) D(l,-1)

G (0, -a)
Obr.1 Vyznamné body planu 2

Schéma planu 2%, obsahujiciho uvedené body:

X X Typ bodu

- - C Krychlové

+ |- D body

- + |B

+ [+ [A

0 0 S Centralni bod
o |0 |H Hvézdicové
o |0 |F body

0 o E

0 o |G

Piiklad 1 (vypocet s.” v planu bez opakovani)
Vypocitejte rozptyl odhadu efektli pomoci centralnich bodii pro nésledujici plan experimentu.

Pokus | 1 [2]3 Y | Faktory a irovné - 0 +

1 -1 -[-]160]1 330 480 700
2 + | - 3712 0,010 [0,015 {0,022
3 -+ -] 165]|3 0,049 10,070 [0,100
4 + |+ | - 22 | Y ukazatel kvality

5 - -+ 172

6 + -1+ 35

7 -+ |+ | 120

s |+ [+ 18

9 0{0]0 66

10 01010 83

11 01010 71

12 01010 82
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Reseni:
Primér Y v centralnich bodech je

Yo :%(66+83+71+82):75,5

Rozptyl Y v centralnich bodech

.2 (66-75,5)° +(83-75,5)° +(71-755) +(82-755)" _ . =

= 69,6
4-1
Rozptyl odhadu efektu
2
s _4s7 _4-69.6 =34.,83
n, 8
a smérodatna odchylka
Se =5,9.

2 Shrnuti kapitoly 3

Uvedli jsme tii typy boda: krychlové, centralni a hvézdicové. U kazdého z nich je potieba
veédet, jaké ma souradnice, jak je umistén v grafickém znézornéni planu a jaky je jeho
vyznam.

) Otazky ke kapitole 3

Vyjmenujte typy vyznamnych bodii planu

Uved’te soufadnice a stanoveni poctu u kazdého typu vyznamnych bodt
K ¢emu slouzi centralni body

K ¢emu slouzi hvézdicové body

Nakreslete vyznamné body pro dva faktory

Jak se pocita rozptyl odhadu efektu pomoci centralnich bodt

AN e
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4. UPLNE KVADRATICKE MODELY

@ Cas ke studiu: 6 hodin

@ Cil: Objasnit postup pti konstrukci tiplného kvadratického modelu

Dosud jsme se zabyvali (v prvé kapitole) metodikou nalezeni linearniho regresniho modelu.
ProtoZze n€kdy nestaci linedrni model, je potieba hledat komplexnéjsi kvadraticky model.
Prvni otazkou je, kdy je potfeba tento model, poté se fesi zpiisob jeho nalezeni a nakonec jeho
vyuziti k vypoctu optimalniho nastaveni procesu. Stru¢né Ize fici, Ze ve srovnani s postupem
u linearnich modeli je u kvadratickych modelt vSechno jinak. V této kapitole ukdzeme, jak se
vySe uvedené otazky fesi.

LLIJ| Vyklad

4.1 Podminky nalezeni modelu
Pro nalezeni uplného kvadratického modelu je nutné splnit minimaln¢€ tyto podminky

a) plan experimentu musi mit alespoil (1 + 2k + k(k-1))/2 bodii
(viz pocet ¢lenti v rovnici (1),

b) kaZzda proménnd v planu musi mit alespoii tfi irovné (tomu 1ze vyhovét bud’
doplnénim planu o hvézdicové body = kombinovany plan, nebo piimo volit 3 urovné
faktorti = tifroviiovy plan)

Pozn.:
Bod (a) Ize formulovat obecnéji: poc€et pokusii nesmi byt mensi nez pocet koeficienti
v hledaném modelu; u linedrnich modeli pak dostdvame podminku jednodussi: n > & ;
n = pocet pokust, k = pocet faktorti.

Drtive, nez zatneme hledat Gplny kvadraticky model, ovéfime, je-li takovy model potieba;
to je mozné zjistit riznymi zplsoby:

a) testem kiivosti
b) testem lack-of-fit (kap.6)
¢) pomoci ANOVA (kap.6)

V této kapitole ukdzeme jen test kiivosti. Dalsi dvé metody jsou obséhlejsi a je jim proto
vénovana samostatna kapitola.
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4.2 Test kFiivosti (curvature)

K testu kiivosti se pouzivaji centralni body. Jejich pocet oznacime nc, primérné y
v centralnich bodech je y. a v krychlovych bodech y,. (F-factorial points); pocet
krychlovych bodl oznac¢ime ng.

Nulova hypotéza testu kiivosti

Ho:) f,=0
J=1
tzn., neni nutny kvadraticky model.
Testovaci kriterium je
SScrg
r=—1L1
Z (y i y c )2
n.—1

SScrq je soucet Ctvercii odchylek kvadratického zakiiveni a pocita se

— — \2
SScpgannC(yF Ve)

e+ 0,
Kriticka hodnota
F'l,n(~71 (a)
Pro
T<F, ()

neni nutny kvadraticky model.

Piiklad 1

Y v centralnich bodech je: 40.3, 40.5, 40.7, 40.2, 40.6;
primér v centralnich bodech je y. = 40,46;

Y pro krychlové body: 41.5, 40, 39.3, 40.9;

pramér v krychlovych bodech je 40,425.

Ma se provést test kiivosti

Reseni:
Testovaci kriterium
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SSero 4.5(40,425 — 40,46)* /(4 +5)
T 1 _ —1 ~=0,063
_ & (403—40,46) +...+ (40,6 — 40,46)
Z (Vi = ¥e)
5-1

n.—1

Kriticka hodnota
F, . (a)=F 4(0,05)=12,22

Zavér:

Protoze T neptevySuje F(0,05), Ho plati coZ znamena, Ze neni potieba kvadraticky model.

4.3 Metody nalezeni kvadratického modelu

Koeficienty uplného kvadratického modelu nejsou polovinou efekti, jak tomu bylo u
linearniho a neuplného kvadratického modelu. Pouzivaji se proto jiné metody k jejich
nalezeni. Dale uvedeme tyto tfi:

a) Kombinovany plan (Composite design)

b) Ttiaroviovy plan (Three — level design)
¢) Box — Behnkeniiv plan

4.3.1 Kombinovany plan

Kombinovany plan tvofi:
krychlové body + hvézdicové body + centralni body.

E (0, o)
B (-1, 1) AL, 1) X

F (-a, O)x )P (o, 0) " S (g(o)

C(-1,-1) (1,-1 X
G0, -a)

U centralnich plant, kdy je stied v bod¢ (0; 0), se vytvoii hvézdicovy plan snadno, jen
pomoci dvou novych trovni + o (¢im méné urovni, tim 1épe).

Je-li a poc€itano pomoci vztahu «a = % , kde ny je pocet kvadratickych bodt v planu,
hovotime o rotovatelnosti planu.
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U rotovatelnych planti je rozptyl Y stejny v bodech stejné vzdalenych od sttedu. Napf. rozptyl
Y vbodech (+1; £1), (£ a; 0)a(0; +a) je stejny, nebot’ viechny jsou ve vzdalenosti 1 od
stiedu (0; 0).

Pokud je a pocitano jinak, plan neni rotovatelny.

4.3.2 Vypocet optimalni trovné vyznamnych faktora

U kvadratickych modeld se hledaji

- staciondrni body plochy = optimalni hodnoty faktort
(u linearnich modelt hovotime o optimalni urovni faktoru: dolni resp. horni;
extrémy nejsou - grafem je rovina resp. nadrovina)

- oblasti staciondrnich bodi

- typy extrému (max., min.) resp. sedlovy bod

M¢jme Gplny kvadraticky model
(1)
k k ,
y= ﬂo +Zﬂixi + Zﬂiixi + ZZﬂijxi‘xj )
i=1 i=1

i<j

ktery lze zapsat také pomoci matic
(2)
y=p +x"b+x"Bx

kde B je (symetrickd) matice odhadu koeficientt B , b je vektor odhadu koeficienti ;.
Urceni stacionarnich bodi

K nalezeni stacionarnich bodl pouZijeme véty V1 a V2 o derivovani podle vektoru:

a, @,
a a,,
L. | - | D, ,
Je-li a = , @ = , A=| .. , pak plati
0, 0,
an wn
Véta 1
oo’ a
=a
ow
Véta 2
T
A
do da _ (A+ ANa
ow
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Derivujme (2) podle x. Dostadvame

%:b+(B+BT)x:b+2Bx=0:>xs :%IB‘b

Vektor staciondrnich bodi tedy vypocitime z rovnice

X, = _—IB_lb.
2

Ptislusnou hodnotu y, ziskame dosazenim x; za x do Uplného kvadratického modelu

9, =b, +x'b +x"'Bx

Dostavame

1
b =b +—x'b
Vs 0T

Typ extrému se urci pomoci kotenii charakteristickeé rovnice matice B

4)
det(B —AI)=0

Kofteny charakteristické rovnice se nazyvaji charakteristicka cisla nebo viastni ¢isla matice B.

Typ extrému:
a) Jsou-li vSechny kofeny Aj,..., Ax kladné, jedna se o minimum
b) Jsou-li vSechny koteny Ay,..., Ax zdporné, jedna se o maximum
c) Jsou-li koteny Aj,..., Ax smiSené, jedna se o sedlovy bod

V prikladu 2 ukézeme, ze stacionarni body je mozné hledat také pomoci derivaci rovnice (1).

Piiklad 2
Urc¢it optimalni hodnoty vyznamnych parametri pro Uplny kvadraticky model, k = 3:

y=b,+ ibixi + ibﬁxf + ZZbyxixj
i=1 i=1

i<j

Postup feseni:

a) derivovat uplny kvadraticky model podle vSech proménnych
b) vzniklou soustavu rovnic zapsat maticové a vypocitat matici X
¢) zapsat maticoveé uplny kvadraticky model
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d) dosadit za X do (¢)

Reseni:
a) RozepiSeme uplny kvadraticky model

2 2 2
y=b, +(bx, +b,x, +byx;) + (b x; +Dyyxy +by5x) + (DX, X, +D3x, X5 +by3x,X3)
Derivujeme

ﬂ =b, +2b,x, +b,x, +b;x,
X

i =b, +2b,,x, + b, x, + b, x;
Ox,

—5)} =b; +2by;x; + bi3x, + byyx,
X3

Polozime rovno nule a upravime
2b;,x, + byyx, +byxy = —b,
b,x, +2b,,x, + by x; = —b,
byyx; + by3x, + 2byxy = b,

b) Soustavu napiSeme v maticovém tvaru

_b by bi_
11 2 2 %, b1
b b

2 jz b,, ? x, |=-b,
by by b 3 b,

(2 2 7

symbolicky
2.Bx=-b
-1
x=—2R8"b

Z porovnani maticového a symbolického zapisu je ziejmé, co je B a b.
Priklad 3 (urceni typu stacionarnich boda)

Maji se najit stacionarni body a jejich typ pro kvadraticky model se dvéma proménnymi Xx;,X5.
Plan experimentu ma tvar 2° a je doplnén o hvézdicové body a étyfi centrélni body:
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x1(min) = 200,
xj(max) = 250,
Xp(min) = 15,

Xp(max) = 25.

Plan experimentu

X1 X2 Y

1 -1 -1 43
2 1 -1 78
3 -1 1 69
4 1 1 73
5 -1,414 0 48
6 1,414 0 76
7 0 -1,414 65
8 0 1,414 74
9 0 0 76
10 0 0 79
11 0 0 83
12 0 0 81

Reseni:

Vychézi model

Y =79,75 + 9.83x; + 4,22x, — 8,88x;% - 5,13%,%-7,75X x>
Odtud

-8,88 —-3,875 9,83
B= ab=
~3875 —5,13 4,22 |

lB_lb —1[-0,16798 0,12689 [9,83] [ 0,5579
X =—— = — —
’ 2 21 012689 -0,29078|4,22| |[-0,0101

Optimalni kodované hodnoty (stacionarni body) proménnych x; x;jsou 0.5579 a 0.0101.
Pti této volbé vstupil je optimalni Y = 82,47.

V redlnych hodnotéach, oznacenych feckymi pismeny &;, &, mame redlné optimalni hodnoty

£1= 225 + 25, = 225 + 25. 0,5579 = 238,95
& =20 + 5%, =20 + 5.(-0,0101) = 19,95

Typ extréemu
V naSem pftipadé je charakteristicka rovnice

-8,88—1 —-3,85
det =0
—-3,85 -513-1

odtud

A2+ 14,010+ 30,54 = 0

67



UPLNE KVADRATICKE MODELY

a charakteristicka ¢isla

M =-11,3098 a A, =-2,7002.

Protoze oba kofeny jsou zaporné, jedna se 0 maximum.

Kromé optimalni urovné parametrii je mozné najit také optimdlni oblast, ve které je
dosahovano nejlepsi urovné sledovaného vystupu Y a soucasné minimalni variability. Tato
oblast se nalezne jako prinik vrstevnicovych grafi pro optimalni Y a pro minimalni
variabilitu.

Vrstevnicové grafy

Priklad 4 (vrstevnicové grafy)

Pro faktory A,B je sestaven uplny plan, doplnény o 5 centralnich bodi. ProtoZe se ma najit
uplny kvadraticky model, je plan dale doplnén a hvézdicové body. Sleduji se celkem tfi
ukazatele kvality, na které maji odbératelé tyto pozadavky: Y1 > 78.5, 62 <Y2 <68 a Y3 <
3400.

Ma se najit kvadraticky model ke kazdému ukazateli kvality.

Plan experimentu a vysledky pokust jsou:

A B Y, Y, Y,
-1 -1 76,5 | 62 | 2940
-1 1 770 | 60 | 3470
1 -1 780 | 66 | 3680
1 1 795 | 59 | 3890
0 0 799 | 72 | 3480
0 0 803 | 69 | 3200
0 0 80,0 | 68 | 3410
0 0 797 | 70 | 3290
0 0 798 | 71 | 3500
1414 | 0 784 | 68 | 3360
1414 0 756 | 71 | 3020
0 1,414 | 785 | 58 | 3630
0 |-1414] 770 | 57 | 3150

Byly nalezeny vyznamné faktory pro kazdy vystup Yi.
Pro jednotlivé vystupy vychazi tyto modely (kddované hodnoty):

Y=79,94 +0,99X +0,52Y - 1,38X”- 1,00Y°+ 0,25XY

Y,=70,00 - 0,16X - 0,95Y - 0,69X>- 6,69Y>- 1,25XY

Y;=13386,2 +205,1X + 177,4Y

Pozn.

Pro potieby konstrukce grafu s programem Statgraphics je v modelech misto oznaceni A,B
pouzito X,Y.

ProtoZe se hleda oblast optimalni regulace procesu, je potieba najit tzv. vrstevnicové grafy.
Nejprve se sestroji grafy téchto ploch, déle pak fezy plochy rovinou (x,y).
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Vystup Y

9,94 + 0,99*X + 0,52*Y - 1,38*X"2 - 1,00*Y~2 + 0,25*X*
10/ ‘ ‘ ‘ = Function
— 76,0
4 — 76,5
— 77,0
B 77,5
— 78,0
-4 — 78,5
— 79,0
b 79,5
N _ — 80,0
4L : T .. . —1 805

06
02
-0,2
06

Vystup Y,

70,00 - 0,16*X - 0,95*Y - 0,69*X"2 - 6,69*Y"2 - 1,25*X*Y

1F i i i i 4 Function

r —_— 1 — 570

0,6 T 61,0

: 1 — 650
0,2 1 69,0

> [ 1 — 73,0
'0,2 j i

06F ]

-1 ;w WT - L — %;

Vystup Y3

3386,2 + 205,1*X + 177,4*Y

1 Function
1 — 3000,0
1 — 3080,0
1 — 3160,0
1 3240,0
1 — 3320,0
1 — 3400,0
1 — 3480,0
1 3560,0
1 — 3640,0

~ 3720,0
-1 -0,6 -0,2 0,2 0,6 1 — 38000

Optiméalni rezim vyroby ptedstavuje prinik vSech vrstevnicovych grafii s vymezenim oblasti,
které vyhovuji vychozim pozadavkim.

Pti konstrukci tpIlného kvadratického planu jsme uvedli, Ze jsou rizné moznosti sestaveni
planu: kombinovany plan, tffiroviiovy plan a Box Benkentv plan.
Posledni dva probereme v této kapitole.
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4.3.3 Box - Behnkeniiv plan experimentu (BBD)

Sestaveni planu experimentu se provadi pro t7i faktory takto:

jeden faktor je na urovni 0 (zde prvni) a pro zbyvajici dva faktory se sestavi Gplny plan

(modfe):

"olo|lo|o|x

=}
—_ | | —
N_O\om\]o\mnu[\;_‘%

Dalsi faktor je na trovni 0 (zde druhy) a pro zbyvajici dva faktory se sestavi uplny plan, atd.
Posledni fadek je vektor centralnich bodd.

Pro ¢tyFi faktory: vytvofi se Gplny plan 2% postupné pro viechny dvojice faktord, pri¢emz

ostatni jsou na trovni 0.

Pro pét faktoru:

+ H+

-+
— ok =

-+

S O O O O O

0

H & o0 o H+
— —

I+

S © © H+

0

oot oot o

—

S+

0

H o H o FH &5 o H & o

—_

0

—_

—_

[u—

P ot oot o oo

—_—

o

Tento zapis je zkracena podoba planu: napt. v prvém fadku +1, £1, 0, 0, 0zapisu znamena,

ze pro prvni a druhou proménnou se déla tplny plan, ostatni 0. Zapis £1, £1, 0, 0, 0 tedy

predstavuje 4 fadky planu.

Posledni fadek je vektor centralnich bodu.

k
Pocet pokusti pro k=3,4,5:n= {2}4

Pro dva faktory se BBD nedé¢la.
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4.3.4 Plany pro faktory se tfemi trovnémi

4

Uplny faktorovy plan pro tii faktory na tfech arovnich:
Plan se sestavi podobné jako pro dvouuroviové faktory:

a) stanovime pocet pokusi: n = 3k

b) s tvorbou za¢neme napf. u faktoru x;: stitiddme trovné -1, 0, 1; pokracujeme u x;:
obména trovni je trojnasobek predchozi; nakonec u x3 -obména je trojnasobek
ptedchozi, tedy po deviti stejnych urovnich:

Pokus
1

>
>
o
>
%)
<

1
—_
1
—_
1

1
—_

1
—_

1
—_

1
—_

1

—_—

(e
1

1
—_

1
—_

el (= el el (= i el =l e e k= e e (= el e [ =l e el =l e B k= e e k=R

1
—_

O (0| ||k |w]|o
1
J—

1
—_

J—

(e

[«
1

— et | = | O | OO = [ [ [ [ [ [ DO | O |t |t | et | e | et [ [ D[ D

—_
3
el Ll Ll el el el el el Ll k== ) [ ) [l Fan  Fan ll Fan )l Han )l Ra)

Priklad 5
Sestavte Uplny plan pro dva faktory A,B, které maji tfi irovné.
S tvorbou zacnéte u faktoru A.

Reseni:
Bl|Y
1]-1]-1
2 -1
3 -1
4| - 0
5 0
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O |0 ||
1
|t | [ D

Pozn.: Délka tohoto planu oproti dvoutroviiovému neni ptili$ odlisna. U tii faktort vSak je
n =3’ =27, kdezto pro dvé trovné je po&et pokusti n = 2° = 8. Proto, pokud je to mozné,
upiednostiiujeme dvoutroviiové plany.

2

Shrnuti kapitoly 4

V této kapitole bylo vysvétleno, kdy je potieba kvadraticky model a jak se sestroji. Celkem
byly uvedeny tfi zptisoby mozného postupu a také divod, pro¢ nelze uplatnit metodiku,
pouzitou u linearnich modeld.

?

Otazky ke kapitole 4

XN B WD =

|
i,

3@:

Jaké jsou podminky sestaveni planu pro nalezeni Uplného kvadratického modelu
Kolik je koeficienti v uplném kvadratickém modelu se dvéma faktory

K ¢emu slouzi test kiivosti

Napiste vSechny body testu kiivosti

Uved'te tf1 metody nalezeni tplného kvadratického modelu

Jak se stanovi a u hvézdicovych boda

Co je rotovatelnost planu

Napiste maticové Uplny kvadraticky model

Proved’te odvozeni vzorce pro vypocet stacionarnich bodl a uved’te potfebné pomocné
vety

. Napiste prvky matice B a vektoru b

. Napiste charakteristickou rovnici matice B

. Jak poznéme typ extrému u kvadratického modelu
. Jak se nalezne a k ¢emu slouzi vrstevnicovy graf

. Napiste Box — Behnkentv plan pro 3,4 a 5 faktort
. Napiste plan pro 3 faktory se tfemi Grovnémi

. Napiste plan pro 2 faktory se tfemi tirovnémi

Cviceni ke kapitole 4

Piiklad
Najdéte tplny kvadraticky model a matice B a b k planu:

X1 X Y
1 -1 -1 12
2 1 -1 12
3 -1 1 13
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UPLNE KVADRATICKE MODELY

4 1 1 15
5 1414 |0 10
6 1414 |0 11
7 0 1,414 | 14
8 0 1414 | 18
9 0 0 17
10 0 0 15
11 0 0 16
12 0 0 16

ﬂgﬂ KLIC K RESENI KAP. 4

C X X, X2 X1 X2

16,0 0,42 1,20 0,50 -2,82 -0,06

0,42 ~282 025
b= , B=
L,zo} { 025 - 0,06}
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5. BLOKY

@ Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cile:

a) objasnit smysl pouzivani bloki

b) ukazat postup konstrukce blokil

c) vysveétlit zptisob vyhodnoceni vlivu bloki

LLIJ| Vyklad

Pti realizaci experimentu musi byt provedeny vSechny pokusy za stejnych podminek. Méni

se jen to, co je stanoveno planem. Pokud neni mozné dodrzet tuto zasadni podminku

(naptiklad nelze provést cely experiment béhem jednoho dne, nebo z jedné davky suroviny),

provadi se rozdéleni pokust do tzv. bloktli. Vytvofit bloky prakticky znamena rozd¢lit pokusy

do skupin, ve kterych jsou stejné podminky pro jejich provedeni (napt. pokusy provedené

prvni den tvofi prvy blok, pokusy z druhého dne pak druhy blok). Bloky se vytvéareji tak, aby

a) pfi vypoctu efektu byl eliminovan pfipadny vliv toho, Ze béhem experimentu nelze zajistit
pro vSechny pokusy stejné podminky,

b) pii hodnoceni vysledki experimentu bylo mozné stanovit, zda bloky maji vliv na
vysledek.

Bloky se tvoti pomoci generdtorii blokii, které jsou uvedeny v tabulkach. Mame tedy

kromé generatort vedlejSich faktorti a generatorti frakci jesté generatory blokt.

Vybér z tabulky generatort blokii:

Pocet proménnych % Velikost bloku Generator bloku
3 4 B1=123
2 B1=12, B2=13
4 8 B1=1234
4 B1=124, B2=134
2 B1=12,B2=23,B3=34
5 16 B1=12345
8 B1=123,B2=345
4 B1=125,B2=235,B3=345
2 B1=12,B2=13,B3=34, B4=45
6 32 B1=123456
16 B1=1236,B2=3456
8 B1=135,B2=1256, B3=1234
4 B1=126,B2=136,B3=346,
B4=456
2 B1=12,B2=23,B3=34, B4=45,B5=56

Tab.1 Generatory blokl
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5.1 Konstrukce bloku

Priklad 1 (tfi faktory, Ctyfi bloky)

Rozdélte do 4 blokt pokusy v planu 2°.

Reseni:

Je potieba rozdélit 2° ~ 8 pokusti do 4 bloki, které tvoii 8/4 =2 pokusy. V tabulce prok =3 a
velikost bloku 2 jsou generatory blokti B1=12 a B2 = 13.

Existuji 4 varianty znamének, které vytvoii B1, B2. Pfislusné bloky ocislujeme:

1 2 3 12 13 blok
-1 -1 -1 1 1 1\
1 -1 -1 -1 -1 1
-1 1 -1 -1 1 111
1 1 -1 1 -1 11
-1 -1 1 1 -1 II
1 -1 1 -1 1 111
-1 1 1 -1 -1 1
1 1 1 1 1 v
Mame tedy tyto bloky:
Blok I II 111 1\
(B1,B2) (=) () (1) (G0
Konec¢né rozdéleni experimentu do blokd bude
Experimentalni proménné (faktory) Blokové proménné
C.pokusu 1 2 3 Bl=12 B2=13 C.bloku
1 - - - + + v
2 + - - - - I
3 - + - - + 11
4 + + - + - 11
5 - - + + - II
6 + - + - + 11
7 + + - - |
8 + + + + 1\
Priklad 2 (tfi faktory, dva bloky)
M¢jme faktory A,B,C, pro které je proveden Uplny plan:
A B C AB | AC | BC | ABC | Blok
1 - - - + + + - I
2 |+ - - - + + 11
3 - ¥ - - ¥ - + 11
4 + + - + - - - I
5 - - ¥ ¥ - - + 11
6 + - + - + - - 1
7 - + + - - + - I
8 + + + + + 11
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Pokusy rozdélte do dvou blokti. Porovnejte efekty vypocitané v nerozdéleném planu, planu
rozdéleném do bloki spravné a nespravné.

Resent:

Pro k = 3 a velikost bloku 4 je podle tab.1 generator blokti B1 = 123.

Do prvého bloku patii ty pokusy, kde ABC = -1 a do druhého ty, kde ABC = +1. Prvy blok
znamend provedeni pokusu prvy den, druhy blok provedeni druhy den. Pti grafickém
znazornéni tohoto planu pomoci kvadru se ukazuje, Zze na kazdé hran¢ je pokus z 1. a IL
bloku (obr.1).

Obr.1 Rozd&leni planu 2° do dvou bloki

+1 L

Takto naplanované rozdéleni do bloki eliminuje vliv té nepfiznivé skutecnosti, Ze pokusy
neni mozné provést béhem jednoho dne.
Vliv spravného a nespravného rozdéleni do bloka ukazuji nasledujici 3 tabulky, které
predstavuji
a) experiment provedeny béhem jednoho dne
(= kontrolni experiment),
b) experiment provedeny dle vySe uvedeného planu,
¢) experiment rozdéleny do bloki bez generatort.

Tabulka (2a):
pokus A B C Y
1 - - - 42
2 + - - 49
3 - + - 37
4 + + - 46
5 - + 32
6 + - + 41
7 - + + 33
8 + + + 44
Tabulka (2b):

Blok/ A B C Y

pokus
1/6 + - + 41
1/4 + + - 46
1/1 - - 42
1/7 - + + 33
11/5 - - + 38
11/3 - + - 43
11/8 + + + 50
11/2 + - - 55

-
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Efekty faktorti pocCitanych pro tabulky a) a b) jsou stejné:
A=9.0,B=-1.0,C=-6.0,AB=1.0,AC=1.0, BC=3.0, ABC=6.0.

To znamend, ze rozdéleni pokusti do dvou dnti neovlivnilo vysledek. Je ovSem otazka, zda
rozdéleni do blokd vibec mélo na pokusy vliv. Odpovéd’ je pozitivni: interakce ABC je
vyznamna, piitom lze predpokladat, ze u vyssich interakci je efekt zanedbatelny. Proto tuto
vyznamnou hodnotu vysvétlujeme jako vliv blokii. A to je také divod, pro¢ se rozdé€leni do
blokii provadi pomoci interakci vice faktorti. Ve tietim ptipade€, kdy byly pokusy rozdé€leny
neplanovité, se ukazuje, ze vysledek interakce BC byl ovlivnén.

Tabulka (2c¢):
Blok/pok. A B C Y
1/4 + + - 46
1/6 + + 41
1/5 - - + 32
1/3 - + - 37
11/8 + + + 50
11/1 - - - 48
112 + - 55
11/7 - + + 39
Efekt faktori je zde:

A=9.0,B=-1.0,C=-6.0,AB=1.0,AC=1.0,BC=9.0(!), ABC=0.0.

5.2 Hodnoceni vlivu bloku

Jestlize se experiment déli na bloky, je nutné stanovit, zda rozdily ve vysledcich pokusii
v jednotlivych blocich jsou vyznamné. K tomuto ucelu se z rezidualniho souctu ¢tvercti Sg
vycCleni Cast, pripadajici na bloky a provede se ANOVA.

Pokud rozdéleni experimentu do bloki ovliviiuje vysledky pokust, zavadi se blokova
proménna xg, takze model méa potom tvar

Y=1(x)+dxgte

U dvou blokt se koeficient blokové proménné d vypocita takto: kodované hodnoty blokové
proménné xp se oznaci v prvém bloku -1 a ve druhém bloku +1. Koeficient blokové proménné

bude
ZXBJ'YJ'
_ J=l

- n
2
Z X g
=

d

n = pocet vSech pokust
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Priklad 3 (hodnoceni vlivu blokt)

Uplny plan pro tfi faktory je doplnén o dva centralni body a hvézdicové body s volbou
a =12 . Pokusy jsou rozdéleny do dvou blokl. Prvnich 8 pokusti tvofi prvni blok (-1),
druhych 8 pokust = druhy blok (+1).

Y

25,74

48,98

42,78

35,94

41,50

50,10

46,06

27,70

57,52

59,68

35,50

44,18

38,58

S|Ic(Cc|ICcC|IO |||

28,46

1
[V}

33,50

[N kel fll [ | \V]

[\

42,02

Maji se vypocitat koeficient blokové proménné a provést ANOVA k vyhodnoceni vlivu
blokii. Uvazovany model je uplny kvadraticky.

Reseni:
Regresni koeficient blokové proménné je

J= 25,74 —...+ 42,02 _ 20,64 ~1.29
(—1)2 +...+(—1)2 16
Zéakladni ANOVA
SS Df rozptyl F p-value
Model SSy=1451,62 | k-1=9 161,29 23,29 0,0005
Rezidua SSg =41,6 n-k=6 6,93
Soucet SSt=1493,17 15

k = pocet parametrii: 1 absolutni ¢len + 3 linearni + 3 smiSen¢ + 3 ryze kvadratické = 10
n = pocet bodii =16
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Vypocet koeficientl (Statgraphics)

parametr odhad s T p-value
C 41,14 2,7 15,1 0,00
Blok 1,29 2,7 0,47 0,64
X1 1,5 2,7 0,55 0,59
X2 -2,13 2,7 -0,78 0,45
X3 1,81 2,7 0,66 0,52

U dvou blokt se soucet ¢tvercii odchylek, ptipadajici na bloky, urci

SS(blocks) = n.d?
SS =16.1,29* = 26,6256

Obecné pro m blokii je

o N, n 8 8

1

W BY G _3188° 33944° 65824

SS(blocks) = = 26,6256

m = pocet bloka

Bi = soucet vysledkii pokust (Y) v i — tém bloku
ni = pocet pokusii v 1 — tém bloku

G soucet vysledkit vSech pokust (Y)

n = celkovy pocet pokust

Rezidudlni soucet ¢tvercti, ,,0¢iStény* o vliv blok1, se vypocita
Sp = z e} — SS(blocks)

Pti vyhodnocovani SSg (blok) testem ANOVA se pouziji stupné volnosti m — 1.
Testovaci kriterium

SS(blocks)/(m—1)
T =
Se/l dfy=(m-1) ]

m = pocet blokil

ANOVA pro vyhodnoceni vlivu blokil

SS df SS/df T Kritic. hodnota
bloky 26,6 m-1=1 26,6/1 = 26,6
rezidua bez 41,6-26,6 =15 dfg-(m-1)=6-1 | 15/5=3 26,6/3 =89 F15(0,05)=6,6
bloku

T ptekracuje F; 5(0,05) coz znamend, ze bloky ovliviiuji vysledek pokusu.
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2

Shrnuti kapitoly 5

Této kapitole byl objasnén smysl zavadéni blokti do planu experimentu, postup pii jejich
tvorbé a zptsob vyhodnoceni vlivu blokli na vysledky pokust.

?

Otazky ke kapitole 5

WX kW=

Ca
b

- -
- ~

Kdy se pokusy rozdéluji do blokii

Jak se tvoii bloky

Jaké generatory jste jiz poznali

Jak se zjisti, zda rozdé¢leni do blokl ovlivnilo vysledky

Co nasleduje, jestlize rozdéleni do blokli ma vliv na vysledek pokusu
Jak se pocita koeficient blokové proménné u dvou blokl

Jak se pocita soucet ctvercti u dvou bloki

Jak se pocita soucet ¢tverct u m blokt

Napiste testovaci kriterium testu vlivu bloku; jaké ma rozdéleni

Ulohy k FeSeni 1.1.

Priklad
Pro 4 faktory (oznacené 1,2,3,4) vytvoite uplny plan a rozdélte ho do 8 blokii.

£

Reseni:

KLIC K RESENI KAP. 5

Generatory podle tab.1 jsou B1 =12, B2 =23, B3 = 34.
Tyto generatory mohou vytvofit tyto varianty znamének:

blok
-1 -1 -1 1

-1 1 -1 II

-1 -1 1 \Y

[

-1 1 Vil
1 1 1 VIII
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Nyni rozdélime pokusy do blokt:

blok

VIII

VIl

VI

11

1T
v
IV

I

11

VI

VII

VIII

34

1

1

23

12
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6. ANOVA V DOE

@ Cas ke studiu: 4 hodiny

_?@ Cil: Ukazat zptsob hodnoceni kvality modelu na zékladg analyzy rozptylu

S pojmem analyza rozptylu (ANOVA) se setkdme jeSté v desaté kapitole v ponckud jiné
souvislosti.

LI Vyklad

V planovéani experimentll se matice X sestavuje nejen s ohledem na nalezeni nejlepSiho
modelu, ale také tak, aby bylo mozné provést co nejlepsi analyzu nalezené regresni funkce.
Proto se bud’ planovité provadi opakované pokusy, nebo jsou do modelu zatazeny centralni
body. Pak je mozné provést ANOVA podrobnéji, nez je bézné. Pocita se soucet ¢tverch
odchylek pro

a) Model: Sy

Tento soucet se rozklada, pii pouziti uplného kvadratického modelu, na slozku
linearni,

ryze kvadratickou a smiSenou: Sy = Spi + Sq + Ss.

(pro tento rozklad je tieba doplnit plan o hvézdicové body);

b) Rezidua: Sy
Opakovani pokust resp. centralni body umoznuji dalsi rozklad Sy :
Sr=Sp + St , kde Sp je tzv. Cista chyba a Sg je chyba modelu;
tento rozklad vyzaduje opakované resp. zdvojené pokusy nebo centralni body;

c) Bloky: S
Je-1i plan rozdélen na bloky, pocita se, jaka ¢ast Sg ptipada na bloky (kap.5).

6.1 Rozklad rezidualniho rozptylu

Rezidualni odchylky jsou rozdilem empirické a teoretické hodnoty e, =Y, -7, .

Pri¢inou neshody Y, a ¥, je neptfesnost méfeni a nedokonalost modelu.

Pti opakovani pokust bude vyraz pro vypocet e; doplnén o index s ¢islem opakovani.
Ozna¢me Yj; j-té pozorovani pro bod x;,1=1,2,....m;j=1,2,....n

m = pocet urovni(vSech riznych tj.téch, které se neopakuji); ni = pocet opakovani xi.

Rezidualni odchylka je Yij — Yi = (Yij — Yi) + (Yi — Yi)
Umocnénim a po upravé mame
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S~ Fiy =53 (4~ ¥ + 3 mi(Fi- ¥y
i=l j=1 A .

Prvni ¢len na pravé strané oznacime Sp (pure error): pfedstavuje chybu méfent;
druhy ¢len Sy (lack of fit) je mirou neshody empirického modelu s teoretickym.

V dalsi kapitole ukaZeme, jak rozklad S, = Zef slouZzi k testovani modelu.

1

6.2 Test Lack-of-fit

Test je zalozen na rozkladu Sg = Sp + Sy a posouzeni, je-li vyznamny rozdil mezi Sy a Sp.
Pokud je rozdil vyznamny, povazujeme model za nedostatecny.

Test lack of fit se mlze provést

a) pro opakované pokusy
b) pro centralni body

a to pro jednu proménnou (x) i obecné pro k proménnych (x,...,xx). To pak vyzaduje sledovat
Y pro tytéz volby regresori (X,...,Xx), neboli stejné fddky v matici X.
Hodnoceni vyznamnosti Sp,

Ho: H,:S,=§,, H,:§, #5,

Shoda Sp a S;_se hodnoti F testem s testovacim kriteriem

S

dfp

Kriticka hodnota pro hladinu vyznamnosti 0,05: Fy,, n(0,05), kde m = dfy, n = dfp.
Ho se zamita pti piekroceni kritické hodnoty.

Vypocet stupiili volnosti dfg a dfp

dfg =n-p

m

df, =Z(n,.—1)=n—m=nc—1

i=1

de = de + dfp

dfy = n-p-(n-m) = m-p
n; = pocet opakovani i-tého pokusu
p = pocet parametril v regresni funkci
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n, = pocet centralnich bodu
m = pocet ruznych pokust

n = pocet bodil

Vypocet Sy a Sp ukazeme v nasledujicich ptikladech pro rizné situace:

a) pro opakované pokusy
b) pro plan s centrdlnimi body

Priklad 1(test lack-of-fit pro pldn s opakovinim)
K bodim (x,Y) se ma najit regresni pfimka a provést ANOVA,
rozlozit Sg na Sp a Sy a provést test lack-of-fit.

Reseni:

X Y
1,3 2,3
1,3 1,8
2,0 2,8
2,0 1,5
2,7 2,2
3,3 3,8
3,3 1,8
3,7 3,7
3,7 1,7
4,0 2,8
4,0 2,8
4,0 2,2
4,7 3,2
4,7 1,9
5,0 1,8
5,3 3,5
5,3 2,8
5,3 2,1
5,7 3,4
6,0 3,2
6,0 3,0
6,3 3,0
6,7 5,9

Regresni pfimka ma rovnici ¥ =1,426+0,316x.

ANOVA, ktera je soucasti regresni analyzy, je v tab.1.

SS df Rozptyl Testovaci Kriticka hodnota
kriterium
Sm 5,499 p-1=2-1 Sw/1=5,499 T =5,499/0,728 | F21(0,05)=4,325
Sr 15,278 n-p =23-2 Sr/21=0,728 T=17,56
St 20,777
Tab.l ANOVA

Piehled vzorcil pro vypocet souctu ¢tvercli odchylek (z nich nékteré jsou soucasti ANOVA

v tabulce):
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s, =>@i-vy

2)S, =Y. (Yi-Yiy’ = e’

3)SM:ST-SR

nj _
4) Sp= > (Yju-Yj)* (viz tab.2)

u=1

5) SL = SR - Sp
Vypocet Sp:
V prvém sloupci jsou hodnoty x, ve kterych se provadél opakované pokus.
Opakované nj — df =n;-1
X; Y; Y, > Yju-Y))
u=l
13 23,18 2,05 0,125 1
2,0 28,15 2,15 0,845 1
33 38,18 2,80 2,000 1
37 37,17 2,70 2,000 1
4,0 28,28,22 | 2,60 0,240 2
4,7 32,19 2,55 0,845 1
53 35,2821 | 280 0,980 2
6,0 32,3 3,10 0,020 1
suma Sy = 17,055 dfp=10
Tab.2 Vypocet Sp a dfp
SS df Rozptyl Testovaci kriterium
F
Sm 5,499 1 5,499
Sr 15,278 dfg=23-2=21 0,728
St | S;=Sg-Sp=8,223 | df,=21-10=11 | 8,223/11=0,748 | F =0,748/0,706 =
Sp 7,055 | dfp =10 7,055/10 = 0,706 1,06
St 20,777

Tab.3 ANOVA s rozkladem Sy

dfg =n-p=23-2=21

df, =3 (n,~1)=10 (tab.2)

dfy =dfg - dfp =21-10=11

Kriticka hodnota: Fy110(0,05) = 2,94

Protoze F = 1,061 < F;;,10(0,05) = 2,94, neni polozka S; vyznamna; proto je model vyhovujici
(dobfe shodny s teoretickym).

Pokud by S; bylo vyznamné, je nalezeny model nedostate¢né shodny s teoretickym.
Pak je potieba pokusit se zjistit, kde a ¢im je tato neshoda zptisobena. Pti¢inou mize byt
autokorelace nebo heteroskedasticita. Ta se zjiStuje pomoci analyzy rezidui.
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Priklad 2 (test lack-of-fit pro plan s opakovanim)

Vypocitat Sp a S, je-1i Sg = 250,134.

Data:
X Y
1,0 10,84
1,0 9,30
2,0 16,35
3,3 22,88
33 24,35
4,0 24,56
4.0 25,86
4,0 29,16
4,7 24,59
5,0 22,25
5,6 25,90
5,6 27,20
5.6 25,61
6,0 25,45
6,0 26,56
6,5 21,03
6,9 21,46
Reseni:
Vypocet Sp
X (Yy _ YJ)Z d.f.
1 1,1858 1
3,3 1,0805 1
4 11,2467 2
5,6 1,4341 2
6 0,6161 1
suma Sp=15,5632 dfy =7

S = Sr — Sp=250,134 - 15,5632 = 234,5708

Priklad 3 (test lack-of-fit pro plan s centrdlnimi body)
Najit Sg pro uplny kvadraticky model a provést test lack-of-fit.

X1 X3 Y
-1 -1 43
1 -1 78
-1 1 69
+1 1 73
-1,44 0 48
1,44 0 76
0 -1,44 65
0 1 44 74
0 0 76
0 0 79
0 0 83
0 0 81
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Reseni:
Y =79,7+9,7x, +4,1x, —8,7x> - 5,1x> — 7,8x, x,
Sr=36,5; Sy = 1732,46;Y,. = 79,75
Sp = (76-79,75)* + (79-79,75)* + (83-79,75)* + (81-79,75)* = 26,75 ~26.8
St= Sr—Sp= 36,5-26,8=9,7

df rozptyl T
Sr 36,5 dfg=n-p=12-6=6 F;33(0,05)=9,27
SL 9,7 | dfy=dfg-dfp=3 9,73=32 3,2/8,9=10,36
Sp 26,8 | dfp=n-1=3 26,8/3 =89

T <9,27; ponechame Ho.

n = 12 pocet bodu
p = 6 pocet parametri regresni funkce
n.= 4 pocet centralnich bodt

Priklad 4 (test lack-of-fit pro plan s centralnimi body)
Pro plan 2°se 4 centralnimi body, generatory E = ABC, F = BCD; provést test lack-of-fit.

Pro plan experimentu

E= F=
A B C D ABC BCD Y
-1 -1 -1 -1 -1 -1 6
1 -1 -1 -1 1 -1 10
-1 1 -1 -1 1 1 32
1 1 -1 -1 -1 1 60
-1 -1 1 -1 1 1 4
1 -1 1 -1 -1 1 15
-1 1 1 -1 -1 -1 26
1 1 1 -1 1 -1 60
-1 -1 -1 1 -1 1 8
1 -1 -1 1 1 1 12
-1 1 -1 1 1 -1 34
1 1 -1 1 -1 -1 60
-1 -1 1 1 1 -1 16
1 -1 1 1 -1 -1 5
-1 1 1 1 -1 1 37
1 1 1 1 1 1 52
0 0 0 0 0 0 29
0 0 0 0 0 0 34
0 0 0 0 0 0 26
0 0 0 0 0 0 30

byla nalezena linearni regresni funkce a provedena ANOVA:
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ANOVA Test.krit.
df SS SS/df F p-val
Sum p-1=6 | 5858,375 | 976,3958 | 14,88365 3,79E-05
Sr n—p=13] 852,825 | 65,60192
Celkem 19 6711,2
Reseni:
p=7;n=20
Y. =29,75
Sp=32,75
Sp. = Sg — Sp = 852,825 — 32,75 = 820,075
S(Soucet ctvercit) df S/df T Kriticka hod.
Sr 852,825 dfg=n-p =
20-7=13
SL 820,075 | dfy = dfx-dfp 820,075/10=82,0075 | 7,51 F103(0,05)
=13-3=10 =38,78
Sp 32,75 | dfp=n-1=3 32,75/3=10,92

T <F103(0,05), SL neni vyznamnég vétsi nez Sp, model se ponechava (H, se nezamitd).

2

Shrnuti kapitoly 6

V této kapitole jsme ukéazali moznosti testovani vhodnosti modelu na zakladé analyzy
rozptylu. Ta byla provede pro dvé zdkladni situace, vyskytujici se v praxi.

?

SN e o

Otazky ke kapitole 6

Proved’te zdkladni rozklad rozptylu St pti ANOVA

Rozepiste Sg

Napiste vSechny body testu lack-of-fit
K ¢emu slouzi test lack-of-fit

Jak se pocitaji stupné volnosti df; a dfp
Uved'te dvé situace pro vypocet dfp
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|
i,

:@: Ulohy ke Kkapitole 6

Priklad 1
Vypocitejte S, pomoci centralnich bodii pro nasledujici plan experimentu.

Pokus [ 1 | 2] 3 Y

1 - - -1 140
2 + 150
3 + 170
4 + |+ - 160
5 - + | 120
6 + | -+ 120
7 -+ |+ ] 140
8 |- + ]+ [+ ] 180
9 00 O0] 150
10 0]0][0] 140
11 0]0][0] 160
12 0]0/[0] 150

Sr =1116,67; Sp=200,0; Sp. = 916,67

Piiklad 2
Proved'te test kiivosti v priklade 2

ﬂgﬂ KLIC K RESENI KAP. 6

Reseni(1):[S,=200]
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7. ZPUSOBY NAVRHOVANI ROBUSTNICH VYROBKU

@ Cas ke studiu: 4 hodiny

@ Cil: Vysvétli rtizné ptistupy k navrhovani robustnich vyrobka

LI Vyklad

i i

Cilem planovani experimentll je nejen nalézt faktory, které nejvyznamnéji ovliviuji
sledovany ukazatel kvality. To by bylo pro vyrobce malo. Neméné dulezité je zjistit, jakou
hodnotu maji vybrané faktory mit, aby ukazatel kvality Y byl optimalni.Optimalita se chape
jako dosazeni maxima Y (naptiklad vykon motoru), minima Y (spotieba motoru) resp. urcité
cilové hodnoty. Optimalni hodnotu ukazatele Y by mél produkt mit i pfi riznych
podminkach uzivani, pfi rizném zachazeni a dalSich vnéjSich vlivech, které vyrobce
nemuiZze ovlivnit. Vyrobky s takovymi vlastnostmi se nazyvaji robustni a dosazeni robustnosti
je také jednim z cil planovani experimentd.

V této kapitole se budeme zabyvat riznymi zpusoby zajiStovani stability ukazatele kvality Y.

7.1 Minimalizace rozptylu Y

V této kapitole se budeme zabyvat metodami nalezeni takové trovné vyznamnych faktora, pti
kterych je Y co nejstabilngjsi, tedy variabilita Y minimdlni, soucasn¢ s udrzenim nejlepsi
mozn¢é hodnoty Y.

Priklad 1 ([2], upraveno)

Sleduje se vrstva oxidu (Y) na membrané v zavislosti na teploté(A), ¢ase (B), tlaku (C) a
proudu plynu (D). Pozadavek technologti je, aby vrstva oxidu byla mezi 390 a 410. Soucasné
se zada, aby C bylo na dolni trovni a variabilita sledovaného ukazatele Y aby nepiesahla
hodnotu 2,0. Provedlo se 2* pokusi bez opakovani, ale se &tyfmi  méfenimi u kazdého
pokusu. Je potieba

a) najit faktory, které vyznamné ovliviiuji Y a model zavislosti Y na uvedenych
faktorech,

b) najit faktory, které vyznamné ovliviuji rozptyl Y a model zavislosti s*(Y) na
uvedenych faktorech,
¢) sestrojit vrstevnicové grafy pro a) a b).

Nejprve se vypocitaji priméry a rozptyly Y v jednotlivych pokusech:

Vysledky méfeni v jednotlivych pokusech
(jedna se o zdvojené méfeni)
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X1 X2 X3 X4 1.méfr. 2.méfr. 3.méf. 4. méf.
-1 -1 -1 -1 378 376 379 378
1 -1 -1 -1 415 416 417 416
-1 1 -1 -1 380 379 383 381
1 1 -1 -1 450 446 447 443
-1 -1 1 -1 375 371 369 372
1 -1 1 -1 391 390 391 390
-1 1 1 -1 384 385 385 385
1 1 1 -1 426 433 431 430
-1 -1 -1 1 381 381 383 380
1 -1 -1 1 416 420 412 415
-1 1 -1 1 371 372 370 371
1 1 -1 1 445 448 448 446
-1 -1 1 1 377 377 379 378
1 -1 1 1 391 391 400 392
-1 1 1 1 375 376 377 376
1 1 1 1 430 430 428 429

Tab.1 Uplny plén a opakovana méfeni Y

Primér a rozptyl opakovanych méteni. Logaritmus rozptylu je pocitan proto, aby se srovnaly
fadové rozdily.

Pramér Y s*(rozptyly Y) In s’
378 2 0,693
416 0,67 -0,4
381 3,33 1,203
448 3,33 1,203
372 6,67 1,898
390 2 0,693
385 0,67 -0,4
430 8,67 2,153
380 12 2,485
415 14,67 2,686
371 0,67 -0,4
446 6 1,792
378 1,33 0,285
392 34 3,526
376 0,67 -0,4
429 1,33 0,285

Tab.2 Zpracovani vysledkli opakovanych méteni

Nyni je potieba uréit viznamné faktory zv1asts pro Y a zvlasté pro rozptyl s*(Y).
Ukazatel Y

Nalezneme (dvéma zpusoby) vyznamné faktory pro Y s pouzitim programu Statgaphics.
Prvni pouzita metoda je Paterova analyza, druh4 normalni pravdépodobnostni graf.
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Standardized Pareto Chart for Y

A:Factor_A
B:Factor_B
AB
AC
C:Factor_C
BD
BC
D:Factor_D
CD
AD

1 1 1

110 20 30 40
Standardized effect

O rmmpy

Obr.1 Paretova analyza k urceni vlivnych faktort

Normal Probability Plot for Y
99,9 F ' ' ' ' &

percentage
a
o
T
L

-8 2 12 22 32 42
Standardized effects

Obr.2 Normalni pravdépodobnostni graf k urceni vlivnych faktort

Vyznamné faktory a interakce jsou A,B,C,AB,AC.

Ve vysledcich Statgraphics je provedena ANOVA a jsou pocitany koeficienty regresniho
modelu pro vSechny faktory a interakce dvojic.

Hodnoty p-value potvrzuji, ze vyznamnymi faktory jsou A, B, C, AB a AC.
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Analysis of Variance for Y

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor_A 7439,06 1 7439,06 1053,32 0,0000
B:Factor_B 1314,06 1 1314,06 186,06 0,0000
C:Factor_C 430,563 1 430,563 60,96 0,0006
D:Factor_D 10,5625 1 10,5625 1,50 0,2758
AB 1139,06 1 1139,06 161,28 0,0001
AC 451,563 1 451,563 63,94 0,0005
AD 5,0625 1 5,0625 0,72 0,4358
BC 60,0625 1 60,0625 8,50 0,0332
BD 60,0625 1 60,0625 8,50 0,0332
CD 5,0625 1 5,0625 0,72 0,4358
Total error 35,3125 5 7,0625

Total (corr.) 10950,4 15

Tab.3 ANOVA

Rovnice pro konstrukei grafu zavislosti Y na téchto faktorech

Y =399,19 + 21,56A + 9,06B — 5,19C + 8,44AB -5,31AC

Sestrojime graf nalezeni funkce.
Pro konstrukci grafu mohou byt jen dvé proménné. Proto volime v souladu s pozadavkem C
na dolni trovni (—1). Pro C = -1 md rovnice a graf tvar :

404,38+26,87*x+9,06"y+8,44*x*y

Function

Obr.3 Zavislost Y na dvou faktorech

Vrstevnicovy graf pro ur¢eni optimalni technologické oblasti vznikne, provedou-li se fezy
nalezeni plochy soufadnou rovinou (xOy).
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404,38+26,87*x+9,06*y+8,44*x*y

1F ' ' ' ' 5 Function

i 1 —370,0

NoN, 1 — 378,0

i 1 — 3860

0,2+ ] 394,0

> i 1 — 4020

i 1 — 410,0

i 1 — 418,0

-0,6 | ] 426,0

i 1 — 4340

-1k ‘ ‘ ‘ ‘ = 442,0
1 -0,6 -0,2 0,2 0,6

1 —450,0

1

o
(e}
T

T
1

1

o
N
T

T
1

X

Obr.4 Vrstevnicovy graf k obr.3

Prvni a posledni barva vrstevnice (stupnice vpravo) neni v grafu.
Pro pozadované vystupy Y mezi 390 a 410 jsou vrstevnice zelend a Cervend uprostied
obrazku.

2. Variabilita

Dale zopakujeme uvedeny postup pro ukazatel variability In (s%).
Ur¢ime faktory vyznamné pro variabilitu.

Rovnice modelujici zavislost s*(Y) na faktorech se nalezne stejn& jako pro vystup Y; protoze
vysledné rozptyly v jednotlivych pokusech se fadové lisi, je vhodné pouzit logaritmus s*(Y)
k dosaZeni v&t§i homogenity vysledkil; zavisle proménnou tedy bude In s*(Y).

Vlivné faktory je mozné stanovit pomoci normalniho pravdépodobnostniho grafu nebo
ANOVA.

Normal Probability Plot for InS
99,9 F ‘ ‘ ‘ g

95 |- o
80 - —
20 F _ .

2,1 11 0,1 0,9 1,9
Standardized effects

percentage
(&)
o

Obr.5 Uréeni vlivnych faktort pro In s*(Y)
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Analysis of Variance for Ins2

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
A:Factor_A 2,70109 1 2,70109 2,31 0,1891
B:Factor_B 2,58406 1 2,58406 2,21 0,1973
C:Factor_C 0,0933303 1 0,0933303 0,08 0,7889
D:Factor_D 0,646416 1 0,646416 0,55 0,4907
AB 1,14811 1 1,14811 0,98 0,3673
AC 0,987042 1 0,987042 0,84 0,4004
AD 2,29826 1 2,29826 1,96 0,2199
BC 0,59985 1 0,59985 0,51 0,5060
BD 5,04003 1 5,04003 4,31 0,0926
CcD 1,27238 1 1,27238 1,09 0,3447
Total error 5,84843 5 1,16969

Total (corr.) 23,219 15

Tab.4 ANOVA pro faktory ovliviujici In s*(Y)

Z normalniho pravdépodobnostniho grafu a také ANOVA je vidét, ze zaden z faktorti
neovlivilyje In s%(Y) vyznamné. Nejvetsi vliv dle grafu i ANOVA ma A (vpravo nahote) a
BD (vlevo dole) v grafu.

v

Sestrojime model pro A, B, D a BD a graf plochy a vrstevnic, ve kterém bude C na dolni
urovni (-1), (nebot’ se zdd4a mala koncentrace) a D na horni Grovni (+1).
Rovnice modelu je

Ins*=1,08 + 0,41.A — 0,40.B + 0,20.D — 0,56.BD

odtud
§2= exp(1,08 + 0,41.A-0,40.B+ 0,20.D — 0,56B.D)

Pro D =+1 (a oznaceni proménnych A = x, B =y pro Statgraphics) ma rovnice, ke které
hledame graf, tvar

Ins® =1,28 + 0,41*x-0,96*y

exp(1,28+0,41*x-0,96*y)

Function

Obr.6 Graf zavislosti s*(Y) na faktorech A a B
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Ptislusny vrstevnicovy graf bude

exp(1,28+0,41%x-0,96%y)

g Function
1 — 0,0
14— 15
1 —30
5 4,5
1 — 6,0

0,2 }/{ — 75
i 1—90

06 /5 10,5
: 1 —120
,‘ ‘ ‘ ‘ / ]

= 13,5
-1 -0,6 -0,2 0,2 0,6 1 — 150

Obr.7 Vrstevnicovy graf k obr.6

Variabilita pod pozadovanou hodnotu 2,0 je v oblasti nad horni fialovou vrstevnici.

7.2 Zarazeni Sumi do planu experimentu

V ptikladé€ 1 byly pocitany takové tirovné vyznamnych faktord, pfi kterych je co nejstabilnéjsi
Y. Neuvazovaly se vSak vlivy, plisobici nezavisle na fidicim pracovnikovi, tzv. Sumy.

Dalsi snizovani variability ukazatele kvality Y je mozné zafazenim Sumi do plénu
experimentu. Potom se navrhnou takové Urovné kontrolovatelnych vstupnich parametrii
(ovlivityjicich Y), pii kterych je vyrobek resp. proces minimalné citlivy (robustni) na
nekontrolovatelné vstupy (Sum, nois).

Sumy jsou sice nekontrolovatelné vlivy, plisobici negativné na kvalitu sledovaného ukazatele
Y, Ize je vSak minimalizovat prostfednictvim planovani experimentli vhodnym navrhovanim
kontrolovatelnych vstupti.

Jsou dv¢ zékladni moZznosti zafazeni Sumu do planu:

1) kiizovym uspofaddnim planii pro faktory a Sumy (crossed array) — ptiklad 2,
2) zatazeni do planu jako ostatni faktory — piiklad 3.

Kiizové uspotradani je uvedeno v obecné podobé v tabulce 5.
Faktory jsou znaeny X, X» a Sumy z;, z».

Z) - - + + Y S
Xq Xz Z - + - +
+ N
- +
+ +

Tab.5 Kitizové uspotadani faktor a Sumi
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Faktory x, x; se pfi kiizovém uspotaddani pro kazdou dvojici (x1, X») vystiidaji se vSemi
variantami Sumil (z;, z;).

V takovém planu se kazdy bod (X, X») vyskytuje vicekrat 1 bez opakovani pokusii a je proto
moZné pocitat pramér a rozptyl z Yi. Dale se nalezne model zavislosti ¥ a s”na vyznamnych
faktorech, jejich grafy a nakonec vrstevnicové grafy.

V ptikladé 2 je robustnost feSena pomoci kiizového uspotadani faktorti a Sumi.

Priklad 2 (névrh robustniho vyrobku, [2], upraveno)

Pti vyrobé zmékcovace pradla, ktery se pouziva pfi prani, je posuzovana jeho kvalita podle
stupné viskozity (Y). Ta podle vyjadieni odbornikli v daném provozu zdvisi na fadé faktori:
a) typ vstupni suroviny (A),

b) mnozstvi ustalovac (B),

¢) pH (O),

d) typ piisady (D),

e) mnozstvi piisady (E).

Vedle téchto kontrolovatelnych faktorii je viskozita vyrabéného zmékcovace pradla
ovliviiovana také faktory, které nemiize vyrobce ovlivnit, nebot’ zavisi na uzivateli (Sumy).
Zde je to naptiklad

f) doba vyvétravani zmékcovace (M),
g) typ vody na prani (N),
h) teplota vody pii prani (O).

Zmékcovac ma byt vyroben tak, aby

1. M¢I co nejlepsi uzitné vlastnosti.
Téch bude dosazeno pii minimalni viskozite.

2. Tuto vlastnost zachoval pokud mozno u kazdého uZivatele, tedy nezavisle na Sumech.
Zmékcovac ma tedy byt robustni vyrobek.

Faktor - +
A Vstupni surovina MI M2
B Mnozstvi ustalovace malo mnoho
C pH 2.5 3.5
D Typ ptisady S1 S2
E Mnozstvi piisady malo mnoho

Tab.6 Urovei kontrolovatelnych faktorti.

Sum - +
M Doba vyvétravani pod 10 dni nad 10 dni
N Typ vody mékka tvrda
O Teplota vody studena vlazna

Tab.7 Uroven Sumu
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Plan experimentu s uvazenim Sumu

M - + - +
N - - + +
A B C = = = + - - +
AB |BC |MN
- - - + + 3200 | 4500 175 1560
+ - - + 37,5 42,5 300 242.5
- + - - - 1600 475 137,5 60
+ + - + - 1900 | 2200 | 302,5 | 3660
- - + + - 125 112,5 965 1900
+ - + - - 250 325 325 1920
- + + - + 50 112,5 445 2050
+ + + + 175 97,5 492.5 340
Y1 Y2 Y3 Y4

Tab.8 Plan experimentu pro faktory a Sumy

V tabulce 4 jsou dva cCastecné plany: jeden pro ovlivnitelné faktory a druhy pro Sumy.
V nasledujici tabulce 5 je z hodnot Y}, ... ,Y4 vypocitan primér a ukazatel variability log(s)
(logaritmus smérodatné odchylky je vyhodny proto, Ze zmenSuje rozpéti, ve kterém se casto s
pohybuje):

A B C D E Y log(s)
- - - + + 23587 3,28
+ - - + 155,6 2,13
- + - - - 568,1 2,85
+ + - + - 2015,6 3,14
- - + + - 775,6 2,92
+ - + - - 705,0 2,90
- + + - + 664.,4 2,97
+ + + + 276,3 2,25

Tab.9 Primér a variabilita kontrolovatelnych faktort

Dale je vypocitan efekt faktorti a to jak vzhledem k primérné viskozité Y tak vzhledem
k ukazateli variability log (s).

Faktor Efekt
Y log(s)
A+BD -303,6 -0,40
B+AD+CE -117,7 -0,01
C+BE -669,2 -0,09
D+AB 833,3 0,18
E+BC -152,3 -0,30
AC+DE 74,2 0,03
AE+CD -992,0 -0,53

Tab.10 Efekty faktora

Defini¢ni rovnice zde jsou: I = ABD = BCE = ACDE. Odtud se ziskaji zaménitelné faktory.
Nasleduje grafické urCeni nejvyznamnéjSich faktori a nalezeni jejich optimalni urovné
vzhledem k Y a log (s). To je asi nejpodstatngjsi rozdil oproti dosud uvedenym &asteénym
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faktorovym planiim, nebot’ optimalizace faktorii vzhledem k ukazateli variability log(s) fesi
otazku: pfi jakych Grovnich hlavnich parametr je minimalni variabilita Y, jinymi slovy, za
jakych podminek je nejveEtsi stabilita ukazatele Y vici Sumtm.

Pi D+AB

C+BE
AE+CD efekt

A

Obr.8 Urceni vlivnych faktorti pro Y

Z grafického hodnoceni efektu faktori vychazeji jako vyznamné C a D. Je tedy pro ukazatel
kvality (viskozitu Y) rozhodujici pH (faktor C) a typ ptisady (D). Také jejich interakce se

jevi jako vyznamnd a bude proto sestrojen graf, vyjadiujici vliv C na Y v zavislosti na D(obr.
10).

i 1 2 3 4 5 6 7
efekt | -992 -669 -303 -152 -117 74 833
faktor | AE+CD | C+BE | A+BD | E+BC | B+AD+CE | AC+DE | D+AB
Pi 7,14 21,42 | 35,71 50 64,28 78,57 92,85

Tab.11 Udaje pro konstrukci grafu na obr.8
Pi

E+BC
A+BD
AE+CD

v

Obr.9 Urceni vlivnych faktorti pro log (s)
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Z grafu v obr. 9 vychazi jako faktory, vyznamné ovlivityjici variabilitu vstupni surovina (A)
a mnozstvi ptisady (E) a také jejich interakce AE, ktera bude vyhodnocena v grafu,
vyjadiujicim vliv vstupni suroviny A na viskozitu Y v zavislosti na mnozstvi ptisady E(obr.

11).

i 1 2 3 4 5 6 7
efekt | -0,53 -0,40 -0,30 -0,09 -0,01 0,03 0,18
faktor | AE+CD | A+BD | E+BC | C+BE | B+AD+CE | AC+DE | D+AB
Pi 7,14 21,42 35,71 50 64,28 78,57 92,85

Tab.12 Udaje pro konstrukci grafu na obr. 9

A
Y

D+

v

Obr.10 Vliv faktoru C na )7 v zavislosti na D

Z obrazku 10 je ziejmé, Ze minimélni primérna viskozita Y bude dosaZena pii pH = 2,5 a
ptisady — D (dolni uroven).
Je pravda, Ze pii pravé opacnych podminkach, tj. pH = 3,5 a prisad¢

+ D neni viskozita o0 mnoho vétsi. Jestlize by vSak béhem vyrobniho procesu doslo ke zméné
Ph z 3,5 na 2,5 (naptiklad v disledku technologické nekézn€), pak dojde k obrovskému
narustu Y . Naopak pii rezimu 2,5 a -D se Y nezméni tak vyrazng, bude-li misto pH = 2,5 z
n¢jakého diivodu nahle pH = 3,5.
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log (s) y

»

v
>

M1 M2

Obr.11 Vliv faktoru A na log(s) v zavislosti na E

Z obrazku 11 je vidét, ze minimalni log(s) (a tudiz maximalni stability vzhledem k Sumtim) se
doséhne pfi téchto trovnich ovlivnitelnych faktorii: vstupni surovina M2 a velkém mnoZstvi
ptisad (E+).

Celkové se tedy doporucuje tento technologicky rezim pii vyrobé zmékcovace pradla:
pH=2,5(C-)

typ ptisady S1 (D-)

vstupni surovina M2 (A+)

velké mnozstvi ptisad (E+)

Dalsi moznosti prace se Sumy je jejich zarazeni do planu jako faktory.

Priklad 3 ([3], upraveno)
Pti hledani oblasti, kterd vyhovuje vSem pozadavkim technologti, se sleduje

a) optimalni hodnota vystupu Y,
b) minimalni variabilita vystupu (robustni proces),

Je potieba najit model pro variabilitu v zavislosti na faktorech
var (x ,z). To lze provést naptiklad tak, ze se nalezne rovnice y(x,z) a z ni se vypocita

var[y(x,z)].
Uplny plan se zatazenym Sumem je v tab.13.
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Sum faktory

pokus Z1 X1 X2 X3 Y
1 - - - - 45
2 + - - 71
3 - + - - 48
4 + + - - 65
5 - - + - 68
6 + - + 60
7 - + + - 80
8 + + + - 65
9 - - - + 43
10 + - - + 100
11 - + - + 45
12 + + - + 104
13 - - + + 75
14 + - + + 86
15 - + + + 70
16 + + + 96

Tab.13 Uplny plan pro faktory a Sumy

Koeficienty v netiplném kvadratickém modelu vypocitame jako polovinu efekta

y(x,2,) = 70,06 + (21565 jzl n (9’875 sz ; (14’625 ]x3 _

2 2
18,125 16,625
Xz, + X2,
2 2

y(x,2,)=70,06+10,81z, + 4,94x, + 7,31x; —9,06x,z, +8,31x,z,

Protoze E(z;) = 0, je stiedni hodnota y(x,z,)

E[y(x,z)|= B, + Byx, + fix, = 70,06 + 4,94x, + 7,3 1x,

Function

X

Obr.12 Zavislost y(x,z)na X aY (x; ax3)
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Model variance y(x,z;) je

var[y(x,z)| = var[70,06 + 4,94x, + 7,31x, + (10,81 —9,06x, +8,31x,)z]
var[y(x,z,)]= 62(10,81-9,06x, + 8,31x,)’

ao. =1

Model variance y(x,z;) ziskdme vypoctem

var[y(x,z, )] = var[70,06 + 4,94x, + 7,31x, + (10,81 - 9,06x, +8,31x,)z,]
var[y(x,z,)]= 62(10,81-9,06x, + 8,31x,)* a o> =1.

Pti konstrukci grafu se Statgraphics byly opét oznaceny proménné x; a X3 jako X a Y.
Graf je na obrazku 13.

Function

X

Obr.13 Zavislost variabilit var y(x,z;) na X, a X3

V prikladé¢ 3 byl zatazen jeden Sum. Pro dva a vice Sumli maze byt kvadraticky model,
doplnény o Sumy, vyjadien v rozepsaném tvaru, nebo maticove. Dostaneme pak obecnéjsi
podobu kvadratického modelu.

Kvadraticky model s proménnymi x;,x, , doplnény o Sumy z;, z;, ma rovnici

2 2
y(x,2) = B, +(x, B + x,8,) + (Bxx, + Bx; + Brxy) +
+ (12, +7,2,) +(0,,x,2, + 0,,%,2, + 0,X,2, + O, X,2,)

(1)

Vyjéadieni v maticovém tvaru

y(x,z)=By+x f+x'Bx+z y+x Az +e,

2)

ve kterém je

- absolutni ¢len B,

- linearni ¢leny x : x' = (xl,xz {?J
2
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- smiSen¢ a ryze kvadratické ¢leny x

/2
xTBx=(x1,x2)[ By B j(xlj
Bul2 Py X
: Y ~ T 71
- linearni ¢leny pro Sumy z :z' y = (zl,zz{ J

2
- dvoufaktorové interakce faktoru - Sumu:

o, O
xT.A.z:(xl,xz{ ! 12}[21] =
0y Oy \2z,

=0,,X,2, + 0,,X,2, + 0,2, + Oy, 2,

Piedpoklada se, ze E(z) = 0 a var(z) 6°L:
Vypocet variance y(x,z) (rovnice 2) podle z:

Varz[y(x,z)] =0+var,(z' y+x"Az)=var,(y z+x"Az)=var (y) +x"A)z=

= (;/T + xTA)azz(yT + xTA)T = (]/T + xTA)GZZ(}/ + ATx) =/’ (x)l(x)az2

var [y(x,z]= 1" (x)I(x)

kde
I(x)=(y+A'x),

I(x) je sloupcovy vektor parcialnich derivaci y(x, z) podle vektoru
z= (21, ):
L4
X [,
I(x)=| ' |=
D7 (J
5“72

Ovétime rovnost (3).
Vypocitame-li /(x) jako derivaci (1) podle z, mame

oy
a =7+ 0,X +0),X,
%y
&, =7, + 0% +0,X,

takze

71+ 00X + 0%,
[(x)=
V2 +0,X +6,x,

€)

(4)
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Rozepiseme-li (4), dostavame  stejné /(x):
T
l<x>=<y+ATx>:[”j+[5“ fﬂzj [](765]
7 0, 0, X, ¥, + 0% + 0,,X,

Tento vysledek naznacuje dal$i moznost vypoctu var y,(x,z): pomoci funkci /(x).

Priklad 4 ([2], upraveno)

Predpoklada se, ze y je ovliviiovano dvéma regulovatelnymi faktory x;,x, a tfemi Sumy
21,22,23, které jsou zafazeny do planu 2°' jako faktory.

Uplny kvadraticky model vychazi ve tvaru

y(x,2) =30,37-2,92x, — 4,13x, + 2,60x, +2,18x5 +2,87x, x, +
2,73z, —2,33z, + 2,33z, — 0,27x,z, + 0,89x,z, + 2,58x,z; +
2,01x,z, — 1,43x,2, +1,56x,z,

Model stredni hodnoty y(x,z) je

E[y(x,2)]=30,37 = 2,92x, — 4,13x, + 2,60x> + 2,18x% + 2,87x, x,

Model variance y(x,z) je

l

Var[)/(x,z)] = IT(X)J(X) = [11,123131 12 = 112 + 122 + 132
13

Y 973-027x +2,01x, =1

o

& _ -2,33+0,89x, —1,43x, =1,

dz,

Y _ 2,33+2,58x, +1,56x, =1,

3z,

1> =7,45-1,46x, +10,98x, + 0,073x” + 4,04x> —1,08x,x,

I; =542 — 4,14x, + 6,66x, +0,79x] +2,04x; —2,54x,x,
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[} =542 +12,02x, +7,26x, + 6,56x] + 2,43x2 + 8,04x,x,

var[y(x,z)|=1(x)"I(x) = 18,29 + 6,42x, +24,9x, + 7,42x7 +5,51x2 + 4,42x,x,

2

Shrnuti kapitoly 7

V této kapitole byly uvedeny dva zasadni zplisoby navrhovani vyrobki, odolnych vici tzv.
Sumum, tedy robustnich vyrobkd.

?

Otazky ke kapitole 7

VXN R WD —

—t et
MWD~ O

Uved'te dv¢ vlastnosti, které musi mit vstupni parametry procesu
Uved’te dvé metody k ur€ovani vyznamnosti faktora

Co nahrazuje opakovani pokust

Jak se vyrovnavaji fadové rozdily v datech

Jak se nalezne vrstevnicovy graf

K ¢emu slouzi vrstevnicovy graf

Ke kterym modeltim se hleda vrstevnicovy graf

Co jsou Sumy

Co je to robustni vyrobek

. Uved'te dvé metody zatazeni Sumti do planu experimentu

. Jak lze ziskat var[y(x,z)] bez opakovani pokusii

. Napiste kvadraticky model doplnény o Sumy v maticovém tvaru

. Rozepiste matice v otdzce 12 (pro dva faktory a dva Sumy)

. Napiste vzorec pro vypocet var[y(x,z)] pomoci parcidlnich derivaci y(x, z)
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8. DYNAMICKE PLANOVANI EXPERIMENTU

@ Cas ke studiu: 6 hodin

_?@ Cil: Ukazat zpisob nalezeni absolutné nejlepsiho nastaveni vstupnich parametri
na principu dynamického planovéani experimenti

LLIJ| Vyklad

Originalni ndzev této metody pldnovani experimentt je Steepest Ascent (SA)
(metoda nejstrméjSiho vystupu).

Pii planovani experimenti tak, jak bylo dosud popsano, se sestrojil plan experimentu
ur¢it¢ho typu, vypocital vliv jednotlivych faktori a nalezl model. Ten umozni nalézt
optimalni hodnoty vlivnych faktorti. Jedna se vSak pouze o [lokdlni optimum. Pro nalezeni
absolutniho optima faktori je potfeba pokraCovat v konstrukei dalSich plani a to na plose,
jejiz rovnice je vyjadiena nalezenym linearnim modelem.

Hlavni etapy metody dynamického pldnovani jsou:

1. Sestavit prvni plan pro linedrni model, najit prvni rovnici linedrniho modelu a z ni
urcit smér posuvu prvého planu.

2. 'V daném sméru urcit body ,,pruizkumnych* pokusti a nalezeni sttedu druhého planu.

3. Sestaveni druhého planu pro linearni model, nalezeni rovnice druhého linearniho
modelu, uréeni nového sméru posuvu planu, provedeni prizkumnych pokusti v novém
sméru, atd. Postup se opakuje, dokud ptinasi zlepSeni vystupu Y.

4. Posledni plan se doplni o hvézdicové body pro nalezeni ipIného kvadratického
modelu.

5. Vypocita se optimalni nastaveni faktora.

Uvedeny postup ukazeme v prikladé 1.
Priklad 1 (data podle [1], upraveno)

Sledovany vystup Y zavisi na dvou faktorech: x; a x,. Uplny plan, doplnény tiemi centralnimi
body, je v tab.1.

Provozni hodnoty Kédované hodnoty
X1 X2 & & Y
1 70 127,5 -1 -1 54,3
2 80 127,5 1 -1 60,3
3 70 132,5 -1 1 64,6
4 80 132,5 1 1 68,0
5 75 130,0 0 0 60,3
6 75 130,0 0 0 64,3
7 75 130,0 0 0 62,3

Tab.1 Prvni plan metody SA
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Najdéte linearni model, smér postupu a metodou dynamického planovani naleznéte novy stied
pro dalsi plan. Cilem je maximalizace vystupu Y.

Resent:

Pro potieby kdédovani a dekodovani hodnot faktort je dobrou pomtickou grafické znazornéni:
na ¢iselné ose jsou dolni a horni hranice a stiedni hodnota; nad osou jsou realné hodnoty, pod
osou v kodovém oznaceni -1, +1 a 0:

70 75 80
---0 0 0--—- X
-1 0 +1
127,5 130 132,5
---0 0 0--—- X
-1 0 +1
Kodovaci a dekddovaci rovnice
pro x;
&= ;75 = x, =5& +75
a pro x,
£ =510 asg 4130,

2,5

Vypocet efektu faktort:

ef (x,) = %(—54,3 +60,3— 64,6+ 68) =4,7

ef(x,)= %(—54,3 —60,3+64,6+68)=9,0
Primérnd hodnoty Y v prvém planu je (pocitd se i z Y v centralnich bodech)
Y, = %(54,3 + 60,3+ 64,6 + 68 + 60,3+ 64,3+ 62,3) = 62,01
Odhad rozptylu v centralnich bodech v prvém planu:

st = ﬁ [(60,3 —62,3) +(62,3-62,3) +(64,3— 62,3)2]= 4
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Linearni model ma rovnici

Y =62,01 +4—é7x1 + %xz =62,01+2,35x, +4,5x,

Smér pohybu planu je uréen vektorem, jehoz soutadnice jsou koeficienty faktorii x; a x,
v linearnim modelu: (2,35; 4,5).
Soutadnice upravime pro zjednoduseni dalSich vypocti:

235 _, 45

(2,35 235

=1,91)

Nasobky téchto soufadnic jsou kddované hodnoty faktord. V téchto bodech budou provedeny
prazkumné pokusy.

Nasobky zakladniho smérového vektoru, tj. soutadnice pro prizkumné pokusy s vysledkem
Yi:

(2’35 =1; 4,5 =191) ... Y, =733
235 235

(2:2.1,91=3,82)

(3:3.1,91=15,73) ... Y3=86,8

(4,4.1,91=17,64)

(5;5.1,91=9,55) .. Ys=582

Protoze cilem je maximalizace Y, je novym stiedem bod s kédovanymi hodnotami
soutadnic (3;5,73).

Nové centrum v redlnych hodnotéch tedy je:

Pro x;: 5.3 +75=90,
Pro x, :2,5.5,73 + 130 = 144,3; zaokrouhlime na x, = 145.

Kolem nového centra stanovime dolni a horni hranice faktort $ir$i nez u prvého planu. Ziska
se tak v¢tsi prostor k analyze.

80 90 100
---0 0 0--- X]
-1 0 +1
140 145 150
---0 0 0--- X2
-1 0 +1

Kodovaci a dekddovaci rovnice
pro x;
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g =" 1_090 — x, =10 +90

a pro x,

g =% ‘5145 = x, = 5&, +145.

Ve druhém planu jsou dva centralni body

Provozni hodnoty Kédované hodnoty
X1 X2 & & Y
1 80 140 -1 -1 78,8
2 100 140 1 -1 84,5
3 80 150 -1 1 91,2
4 100 150 1 1 77,4
5 90 145 0 0 89,7
6 90 145 0 0 86,8

Tab.2 Druhy plan metody SA
Priimé&rna hodnota v centralnich bodech je Y. = 88,25

Odhad rozptylu v centralnich bodech ve druhém planu:
s2= %[(89,7 ~88.25) +(86.8-88,25) |= 421

Spojenim odhadii v centralnich bodech upiesnime odhad o :

), 2441421

. =4,07
Vypocet efektl ve druhém planu:

eof (x,) = %(—78,8 +84,5-91,2+77,4)=-4,05

ef (x,) = %(—78,8 -84,5+91,2+77,4)=2,65
Priimérna hodnota Y ve druhém planu je Y = 84,73
Model ve druhém planu ma rovnici
Y =84,73-2,025x; + 1,325x,.
Stejnym zplisobem bychom postupovali ve vyty€ovani nového sméru dale. Postup se opakuje

tak dlouho, dokud novy smér piinasi zlepSeni vystupu Y, resp. pokud se nedostaneme za
hranice moZnosti technologického nastaveni faktora.

110




DYNAMICKE PLANOVANI EXPERIMENTU

Postup povazujme v tomto piipadé za ukonceny.
Druhy pldn nyni doplnime o hvézdicové body (a dva centrdlni body k dalSimu zlepSeni

odhadu o) tak, aby bylo mozné hledat Giplny kvadraticky model:

Provozni hodnoty Kodované hodnoty Vystup
X1 X2 & & Y
1 80 140 -1 -1 78,8
2 100 140 1 -1 84,5
3 80 150 -1 1 91,2
4 100 150 1 1 77,4
5 90 145 0 0 89,7
6 90 145 0 0 86,8
7 76* 145 -1,41 0 83,3
8 104* 145 1,41 0 81,2
9 90 138* 0 -1,41 81,2
10 90 152* 0 1,41 79,5
11 90 145 0 0 87,0
12 90 145 0 0 86,0

Tab.3 Treti plan metody SA
*) Vypocet realnych hodnot:
Pro x;
E=-141: 10x,+90=10(-1,41)+90 =759
E=141: 10.1,41+90=104,1
Pro x,

& =-141: 5.x,+145="5(-1,41)+145=137,95
& =141: 5.1,41+145=152,05

Primérna hodnoty Y v centralnich bodech ve tfetim planu
= 1
Y. = 5(87 +86) = 86,5

Odhad rozptylu v centrélnich bodech o ze tetiho planu:

52 = ﬁ[(w ~86,5) +(86— 86,5)2]= 0,5

Spojenim odhadii s;,s; ,s; upiesnime odhad o :

, 24+1421+1.05
o =

2 =3,18
4

Uplny kvadraticky model ma rovnici
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Y =87,36-1,38x, +0,36x, —2,14x —3,10x; — 4,87x,x,

Koeficient determinace r* = 0,882577.
Graf modelu je na obr. 1.
Z divodu konstrukce grafu se Statgraphics jsou pouzity proménné X,y misto X; a X,.

Function
[00]
N

502

0 0204 06 gg
X

1

Vypocitdme optimalni hodnoty vstuptl x; a x».
Z koeficienti kvadratického modelu sestavime matice b, B a vypocitame vektor optimalnich

vstupil Xg:
-1,38 -2,14 -2,44 -1, -3,78
b= , B= , Xx,=—B b=
0,36 -244 =310 ) 3,04
V realnych hodnotach je x; = 10(-3,78) + 90 = 52,2 ax, =5.3,04 + 145 =160,2

Pokud se neprovadi dynamické planovani, vychéazi optimalni x; a X, z prvého planu:

X1 X2 Y
- - 54,3
+ - 60,3
- + 64,6
+ + 68,0
Y- 59,45 57,3
Y+ 64,15 66,3

Pfi maximalizaci Y je tedy optimalni volba pro horni urovné x; a X,; v redlnych hodnotach je

tox; =80ax,=132,5.

Priklad 2 (data [2], upraveno)

Sledovany znak Y je ovlivnén dvéma faktory: x; a x,. Byl sestaven Uplny plan se Ctyifmi
centralnimi body. Mé se najit model, urcit smér postupu a nové centrum. Prizkumné pokusy
jsou dvojnasobky a trojnasobky zakladniho planu (tab.4). Y se maximalizuje.
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X X5 & & Y
} ; 12 275 775
+ - 1,6 275 670
- + 1,2 325 890
+ + 1,6 325 730
0 0 1,4 300 745
0 0 1,4 300 760
0 0 1,4 300 780
0 0 1,4 300 720
Tab.4 Plan experimentu
Reseni:
Model
Y =758,75-66,25x, + 43,75x,
> =0,89

Smér postupu: (-66,25;43,75)
Uprava smérového vektoru:

-6625 | 4375 _ o
66,25 66,25

K zdkladnimu sméru vypocitime dvojnasobky a trojnasobky, piepocitame je na realné
hodnoty. Pak je mozné provést pruizkumné pokusy a v bod¢, kde je max.Y, je stanoveno nové

centrum.
Kodovaci a dekddovaci rovnice
pro x;
_x—L4
S 0.2
a pro x;
_ x, =300
Q="
Prepocet kddovanych hodnot na realné:
x, =028 +14

a pro x;

X, =25&, +300.

Vysledky pruzkumnych pokust jsou v tabulce €.5:
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Faktory Y
Kodované hodnoty (&, &) Redlné hodnoty (x,,X;)
(-1;0,66) (1,2;318) 845
(-2;1,32) (1,0;333) 950
(-3;1,98) (0,8;349,5) 1040
Tab.5 Prizkumné pokusy
Nové centrum v redlnych hodnotach tedy je kolem bodu (0,8;350)
Kolem nového centra stanovime dolni a horni hranice faktoru:
Pro x;:
0,6 0,8 1,0
---0 0 0--- X
-1 0 +1
Pro x5:
325 350 375
---0 0 0--- X
-1 0 +1
Pro dalsi postup je sestaven novy plan se dvéma centralnimi body:
X1 X2 &1 &2 Y
- - 0,6 325
+ - 1,0 325
- + 0,6 375
+ + 1,0 375
0 0 0,8 350
0 0 0,8 350

Tab.6 Druhy plan experimentu v novém centru

Priklad 3 (data [3], upraveno)
Sleduje se porovitost materialu(Y) v zavislosti na teploté (T = x;) a tlaku (P = x;). M4 se
najit takové T a P, aby porovitost byla minimalni. Postup je rozdélen do nékolika krok.

1. Byl proveden uplny plan pro dva faktory 2*, doplnény dvéma centralnimi
body T,, P, (jsou to primérné hodnoty z Xmax a Xmin), které predstavuji dosud
pouZivané parametry T =650°C a P=975kg /cm’.

Intervaly pro faktory: 7' (640,660), P € (950,1000) stanovil technolog.

Provozni hodnoty Kédované hodnoty
T p & & Y
1 640 950 -1 -1 6,09
2 660 950 1 -1 5,53
3 640 1000 -1 1 6,78
4 660 1000 1 1 6,16
5 650 975 0 0 5,93
6 650 975 0 0 6,12

Tab.7 Prvni plan experimentu
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Centralni body (T,,P,) umozni dale

a) vypoéitat rozptyl Y v pokusech (s?),
b) testovat, zda je linearni model

y =By + Bix + Byxy
vyhovujici, nebo je potfeba (Uiplny) kvadraticky model
Y= By + Bixy + Poxy + BiiXi + Px] + Prxix,
2. Odhady koeficientd B,, B, B, linearniho modelu se vypocitaji z efektu faktora:

(b, je primér z Y1, by,b; je polovina efektu — v hranaté zavorce)

b, = 1/4[ 6.09 +5.53 +6.78 +6.16] = 6.14

b, =%B(—ﬁ.ow5.53—6.78+6.16)} ~-0.29

b, = %[%(—6.09 —5.53+6.78+ 6.16} =0.33
Linearni model ma rovnici

Y =6.14 — 0.29x; + 0.33x,
resp.

Y =6.14—0.29T+ 0.33P

3. Test, zda linearni model je dostacujici (test kiivosti)
Ukazatelem zakiiveni plochy f(x,x2) je rozdil priméri ¥, — V. , ktery maze byt vyhodnocen
testem.

Kompletni test rozdilu y, —y,. bude:

a) Ho: )7]( —fc = 09
¥, = pramérny efekt z pokust v kvadru (6,14),
y. = prumérny efekt z pokust v centru (6,025).

¢) Testovaci kriterium

()

ng = pocet pokust v kvadru (4),
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n, = pocet pokust v centralnim bod¢ (2).
Potiebné s se vypocita pomoci s a s :

s2 = ﬁ[(6.09—6.14)2 +(5.53-6.1)* +(6.78 = 6.14)> + (6.16 — 6.14)° ]
52 =0.2615

st =ﬁ[(5.93—6.025)2 +(6.12-6.025)* ]

52 =0.01805

. 3.0,2615+1.0,01805
3+1

= 10,2006

s=0,45
Dosazenim do (1) dostdvame

_ 614-6,025

0,451{l+l
4 2

K=t i (@)=t 5(0,05=4303

T =0,29

¢) Kriticka hodnota

"k
(2)
d) Protoze T <4,303, je rozdil y, —y, bezvyznamny a tedy linearni model
postacujici.
Pouzité hodnoty: ny = 2? =4,n.=2,y, =614 y.  =1/2(5.93 +6.12) = 6.025.
4. Ur¢eni sméru prizkumu plochy:
oY oY
— =-0.29, —=0.33
oT oP
3)

Smér maximalniho ristu Y je urcen vektorem (-0.29,0.33), takze smér maximalniho poklesu
Y je obraceny, tj.(0.29, -0.33).

Kroky pro realizaci dalSich pokusl v uréeném sméru lze stanovit riizn€, naptiklad

1. krok: (0.29/0.29 =1, -0.33/0.29 =-1.14)
2. krok je dvojnéasobek prvého: (2, -2.28)
3. krok: (3, -3.42)

4. krok: (4, -4.56)

5. krok: (5, -5.70)
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Ptepocet kddovanych hodnot na realné podle vztaht

T — 650 P -975
Tc = , Pc=
10 25

dostavame T =650+ 10 Tc, P=975+ 25 Pc
Pro jednotlivé kroky vychazi

1) 650 +10.1 = 660, 975 + 25.(-1.14) = 946.5 ~ 950
2) 650 +10.2 = 670, 975 +25.(-2.28) ~920

3) 650+ 10.3 = 680, 975 + 25.(-3.42) ~890

4) 690, 860

5) 700, 830

Jina moznost stanoveni kroki pro dalsi provadéni pokust na zkoumané ploSe:

vypocita se délka vektoru (0.29,-0.33), kterd je 029" +033 -044. Potom jednotkovy vektor
sméru postupu bude u = (0.29/0.44, -0.33/0.44) = (0.66, -0.75). Postupuje se v ndsobcich 2u,
4u, 6u, ... resp. u, 3u, Su, ...tohoto vektoru. Kédované hodnoty se nakonec dekoduji.
V nasem piipadé mame

Cis. pokusu Nasobek u T(*) P(*) Vysl.pok.
1 3u=(1.98,-2.25) 670 920 4.53
2 5u=(3.30,-3.75) 685 880 3.28
3 7u=(4.62,-5.25) 700 845 2.54
4 9u = (5.94,-6.75) 710 805 4.15

(*) vysledky zaokrouhlovany na +5
Y je minimdlni pro (T,P) = (700,845). To bude nové centrum pro planovani experimentu 2.

5. Novy plan se tfemi centralnimi body:

Provozni hodnoty Kédované hodnoty
T P & & Y
1 690 820 -1 -1 2,20
2 710 820 1 -1 3,71
3 690 870 -1 1 2,86
4 710 870 1 1 3,49
5 700 845 0 0 2,53
6 700 845 0 0 2,30
7 700 845 0 0 2,54

Tab.8 Plan s novym centrem

Pro dalsi plan experimentu nalezneme kvadraticky model
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2 2
Y= PBo + Pixy+ Boxy + Brixy +Bpx) +BpX1X)

6. K vypoctu koeficientl g;;,5,, jenutné doplnit plan z bodu 5)

na hvézdicovy plan.

| I I

Obr.2 Plan v kvadru (I) a hvézdicovy plan (1)

Pro dvé proménné (T, P) ma hvézdicovy plan s centralnimi body toto obecné schéma:

-

o

0 -a
0 a
0 0
0
0 0

Tab.9 Obecné schéma hvézdicového planu

Hodnota « apocet centralnich bodli n,. se vypocita

(4)

kde N, = pocet pokusii prvniho experimentu (v kvadru resp. ¢tverci) bez centralnich bodu,
tj. 2 resp.2¢”. Dalsi vzorec, ktery je mozné pouzit, je

oo |Nel2htroe)
2(Ne +npe)
Q)
k = pocet faktort,

N, = pocet centralnich bodu kvadru (voli se),
nee = pocet centralnich bodi hvézdicového planu (pocita se).
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Spole¢nym feSenim obou vzorctl se vypocita alfa a n,.. V nasem prtikladé je

Y

4(4 +
o= |[M3¥N0e) L, 3
2(4+3)

Hvézdicové body + centralni body mé tvar

Provozni hodnoty Kédované hodnoty
T P & & Y
1 685 845 -1,41 0 2,87
2 715 845 1,41 0 4,12
3 700 810 0 -1,41 4,02
4 700 880 0 1,41 4,05
5 700 845 0 0 3,30
6 700 845 0 0 3,40
7 700 845 0 0 3,17

Tab.10 Hvézdicovy plan

7. Zplani v tab. 8 a 10 (jejich spojenim) se vypocitaji koeficienty Uplného kvadratického
modelu:

Y =2,8+0,487T +0,06P + 0,13T2 + 0,40P2 -0,22T.P

8. Urceni extrémii modelu:
a) Z parcialnich derivaci modelu podle T a P

Y oY
20, —=0=T*P*
ST &P

=0,48+0,267 —0,22P =0

=0,048 + 0,267 — 0,22 P

SIEERIE

Resenim této soustavy dostavame optimalni kodované hodnoty faktorti T a P:
T* =-2,49 a P* =-0,76.

, 7] —1 ., —1[ 013 —011]T0,48] [-2,49
b) Pomoci vzorce x, = =—B b=— =
P*| 2 2[-011 0,40 | 0,06 |-0,76
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2 Shrnuti kapitoly 8

V této kapitole byl vysvétlen zpiisob nalezeni nejlep§iho mozného nastaveni vyznamnych
vstupl procesu metodou Steepest Ascent, zde oznacenou jako dynamické planovani-nejedna
se o pieklad, ale jiné pojmenovani, které naznacuje podstatu metody: plan experimentu je
posouvan prostorem za uUcelem vyhleddvani nejlepSich podminek nastaveni faktort,
ovlivitujicich proces. Dosud uvadéné zptisoby optimalizace vstupt byly lokalnimi optimy.

9 Otazky ke kapitole 8

o

1. Uved'te hlavni kroky dynamického planovani experimentu

2. Co je cilem dynamického planovani

3. Znézornéte graficky a napiste rovnici pro kédovani pro Xmin = 70, Xmax = 80.
4. Napiste rovnici pro dekoédovani k uloze 3

5. Napiste linearni model, je-li ef(x;) =4,7 aef(x2) =9. ¥ =62,01.

6. UrcCete smér postupu k modelu v bod¢ 5

7. Urcete dalsi kroky postupu k tloze 6

8. Napiste dva vzorce pro vypocet o (hvézdicovy bod)

9. Jak se ur¢i smér posuvu planu pomoci linedrniho modelu a proc¢

10. Kolikrat se opakuje posun planu
11. Jak se provéii potfeba kvadratického modelu
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9. KVALITATIVNI PROMENNE

@ Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cil Ukazat zpiisob pouziti kvalitativnich promé&nnych v planech experimentu a v
modelu

LI Vyklad

Jsou-li v regresnim modelu zafazeny proménné, které nelze méfit, tedy kvalitativni proménné
(atributy), vznikaji pti sestavovani planu a nalezeni modelu problémy.

Obecné lze tici, Ze kvalitativni proménné jsou modelovany pomoci spojitych kvantitativnich
proménnych. V dal§im budeme fesit

a) Jak se sestavi plan s kvalitativni proménnou
b) Jak se sestavi model s kvalitativni proménnou
c) Jak pusobi kvalitativni proménna v modelu

Zpusob modelovani kvalitativni proménné zdvisi na poctu téchto proménnych, na poctu
urovni a na typu modelu (linearni nebo kvadraticky).

9.1 Konstrukce plani s kvalitativnimi proménnymi

Piiklad 1

M¢jme dvé kvantitativni proménné x;, x; a jednu kvalitativni proménnou z; vSechny
proménné mohou nabyvat dvé Grovné.

Uvazujme linearni model:

2
y=25, +Zﬂixi trz;
il

Modelovani kvalitativni proménné z pfi sestaveni matice X:
z =0, kdyz je v planu dolni Groven a z = 1 pro horni uroven.

Konstrukce planu:
Sestavi se dva uplné plany pro x;,x; a kazdy se doplni dolni resp. horni tirovni z:

X1 X2
-1 -1
1 -1
-1 1
1 1
-1 -1
1 -1
-1 1
1 1

—l— == OO (O |O|N
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Matice X:
1 -1 -1 0
1 1 -1 0
1 -1 1 0
Yo 1 1 1 0
1 -1 -1 1
1 1 -11
1 -1 1 1
11 1 1

Jinou moznosti modelovani kvalitativni proménné je pomoci kodovani z = -1, kdyz je v planu
dolni troven a z = +1 pro horni Groven.

[ ox, x, z|
1 -1 -1 -1
11 -1 -1
-1 1 -1
X=1 1 1 -l
1 -1 -1 1
IS S
-1 1 1
1111

Zadny z uvedenych zpusobt neni preferovan.
Piiklad 2
M¢jme dvé kvantitativni proménné x;,X, a jednu kvalitativni z, ktera mize nabyvat # urovnée

A, B a C. Ma se sestavit plan pro nalezeni modelu, ve kterém jsou i vSechny mozné smisSené
¢leny, tedy i ¢leny, obsahujici kvantitativni a kvalitativni proménné

y=8+Bx+ X, +y.z+0,zx +,.2.x, + [, XX,

V planu mohou byt kvalitativni proménné:

-1 -1 A
-1 -1 B
-1 -1 C
-1 1 A
-1 1 B
-1 1 C
1 -1 A
1 -1 B
1 -1 C
1 1 A
1 1 B
1 1 C
0 0 A
0 0 B
0 0 C
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V planu jsou dale tfi centralni body spolu s kvalitativni trovni
A,BaC

Matice X nemize obsahovat kvalitativni proménné, nebot’ s ni budou provadény potiebné
maticoveé operace.

Proto kvalitativni proménnou z modelujeme pomoci dvou kvantitativnich proménnych z;,z,
definovanych takto:

z; = 1 pro uroven A, jinak 0
7, = 1 pro uroven B, jinak 0.

Odtud plyne, Ze pro uroven C je: z; = 0 (neni A),z = 0 (neni B), takze pfi této volbé zbyva
uroven C. Piehledné v tabulce:

7 7> Uroveti z
1 0 A
0 1 B
0 0 C

Matice X (a plan také) je sestavena tak, Ze uroven (-,-) pro x; a X, je s kazdou urovni z (A, B a
C), podobn¢ troven (-,+) s A, B a C atd.

|

p—
o o = O O = O O = O O = O O =
S = O O = O O = O O = O O = O

O O O = = e e e e

Schématicky miizeme zapsat matici X v tabulce i s oznac¢enim sloupcti a fadka:
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X1 X2 Z1 72
-1 -1 1 0 A
-1 -1 0 1 B
-1 -1 0 0 C
-1 | 1 0 A
-1 | 0 1 B
-1 | 0 0 C
1 -1 1 0 A
1 -1 0 1 B
1 -1 0 0 C
1 | 1 0 A
1 1 0 1 B
1 1 0 0 C
0 0 1 0 A
0 0 0 1 B
0 0 0 0 C
Jinou moznosti je
7 Z Uroveii z
1 -1 A
-1 1 B
-1 -1 C

Matice X v tabulkovém vyjadieni:

X1 X2 Z1 72
-1 -1 1 -1 A
-1 -1 -1 1 B
-1 -1 -1 -1 C
-1 1 1 -1 A
-1 1 -1 1 B
-1 1 -1 -1 C
1 -1 1 -1 A
1 -1 -1 1 B
1 -1 -1 -1 C
1 1 1 -1 A
1 1 -1 1 B
1 1 -1 -1 C
0 0 1 -1 A
0 0 -1 1 B
0 0 -1 -1 C

Kromé¢ standardniho postupu pii sestavovani planu se provadi generovani s pomoci programd,
které vytvaii specidlni zkracené plany. Pii generovani takovych planu jsou riizné moznosti,
které vSak nejsou rovnocenné, napt. pro dvé kvantitativni proménné x;,X, a jednu kvalitativni
proménnou z:
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a)
V4 X1 X2 X1Xp X1Z XsZ
- - - + + +
- + - - - +
- - + - + -
_ + + - - -
+ 0 0 0 0 0

b)
z X1 X2 X1X2 X1Z X2Z
- - - + + +
- —+ - - _ +
_ - + _ + -
+ + + + + +
- 0 0 0 0 0

Oba plany obsahuji jako zaklad plan 2° pro x; a x, s jednim centrdlnim bodem a umoZiiuji
odhad koeficientl u vSech tfech proménnych v linearnim modelu.

Plany se vSak lisi trovnémi z, které odpovidaji jednotlivym bodim plénu. To zplsobi, ze
pokud bychom misto linedrniho modelu pouZili netiplny kvadraticky, se €leny x;x,, X1z a X»z,

2
y=p0+ Zﬂ[xi +y.z+ BLxX, +0,x,z2+ 0,%,z

i=1

nebyly by plany a), b) rovnocenné:

- oba plany umozni odhad b, ¢lenu x;x;

- plén b) umozni odhad d; ¢lenu x;z a d;¢lenu x,z

- plan a) neumozni odhad ¢lenl s interakcemi z.x; | z.x, proto, Ze v planu je
piiblizné x,z = (-1)x,
a X,z = (-1)x; (silna korelace téchto sloupct)

Priklad 3
Pro dvé kvantitativni proménné x;,x, a dvé kvalitativni proménné v, v,, kazda se dvéma
urovnémi, se pouziji dv€ pomocné kvantitativni proménné z;, z; k modelovani v; a v, v planu:

Urovné v; a v, jsou modelovany takto:

4\ 7 Urovei vy,v,
1 0 2,1)
0 1 (1,2)
0 0 (1,1)
1 1 (2,2)

Matice X pro linedrni model (bez prvého sloupce rovnéz plan experimentu) bude:
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X, x, z, z,)
1 -1 -1 0 0
11 1 0 0
11 -1 1 0
X=[1 1 -1 0 1
1 -1 1 1 0
1 -1 1 0 1
1 -1 -1 1 1
111 1]

V tomto planu jiz neni obvyklé schéma stfidani znamének, plan je generovan specialnim
programem automaticky. Zadadvaji se pouze vstupni parametry a pozadavky na plan, napf.
max. pocet pokust a typ zvoleného modelu.

Piiklad 4
Ma se sestavit plan experimentu pro dvé kvalitativni proménné z, w, které jsou na 3 Grovnich
a jedna kvantitativni proménnd x se 2 irovnémi. Pocet pokust bude 32x 2!

Kodované hodnoty z; a z, modeluji prvni kvalitativni proménnou(z),
kédované hodnoty w; a w, druhou proménnou (w).

Z Z) z
1 0 A
0 1 B
0 0 C
W1 W) w
1 0 A
0 1 B
0 0 C
Plan:
Urovné X Z Z W) W
Z,W
1,3 +1 1 0 0 0
1,2 +1 1 0 0 1
1,1 +1 1 0 1 0
2,3 +1 0 1 0 0
2,2 +1 0 1 0 1
2,1 +1 0 1 1 0
3,3 +1 0 0 0 0
3,2 +1 0 0 0 1
3,1 +1 0 0 1 0
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Obecné pro jednu kvalitativni proménnou sk Grovnémi se pouzije k-/ pomocnych
kvantitativnich proménnych;

k-t4 Groven je reprezentovana k nulami (0,...,0).

Napft. kvalitativni proménnd se Ctyfmi urovnémi bude vyjadiena tfemi kvantitativnimi
proménnymi z; , 1= 1,2,3:

7 7> 73 Uroveti z
1 0 0 A

0 1 0 B

0 0 1 C

0 0 0 D

vvvvvv

linearnich.
9.2 Jak pusobi kvalitativni proménné v modelu

a) neni-li kvalitativni proménnd v interakci s proménnou kvantitativni, ovliviiuje pouze
absolutni ¢len

b) je-li kvalitativni proménna v interakci s proménnou kvantitativni, ovliviiuje koeficienty
kvantitativnich proménnych

Priklad 5 (jak ptisobi kvalitativni proménna)
M¢jme 2 kvantitativni proménné a jednu kvalitativni.
a) Model bez interakei x, z:
y=b,+bx, +b,x,+cz .
Dosazenim za z napft. z = -1 bude mit rovnice tvar

y=(b,-c)+bx +b,x,,

takze dosazenim za z se zménil jen absolutni ¢len.

b) Model s interakcemi x, z:
y=b,+bx, +bx, +d xz+d,x,z.
Dosazenim za z = -1 mame
y=b +(b—-d)x +(b,—d,)x,,

takZe se zmenily koeficienty u kvantitativnich proménnych.
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2

Shrnuti kapitoly 9

V této kapitole jsme ukazali, jak pracovat s kvalitativnimi proménnymi pii sestavovani plana
experimentu a pii jejich zafazeni do regresniho modelu. Byly probrany riizné pocty
kvantitativnich a kvalitativnich proménnych s riiznym poctem urovni, které jsou zafazeny do
modelu.

?

[\

Otazky ke kapitole 9

Co jsou kvalitativni proménné

Napiste plan pro dvé kvantitativni a jednu kvalitativni proménnou, vSechny na dvou
urovnich, model je linedrni.

Napiste matici X pro plan z bodu 2

Napiste model pro dvé kvantitativni proménné (x;,X;)a jednu kvalitativni (z), ve
kterém jsou 1 smiSené ¢leny kvalitativni proménné s kvantitativnimi

Jak ptisobi kvalitativni proménné v modelu
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10. ANALYZA ROZPTYLU (ANOVA)

@ Cas ke studiu: 6 hodin

@ Cil

a) ukazat analyzu rozptylu jako zobecnéni dvouvybérového t-testu

b) objasnit moznosti vyuZziti ANOVA k hodnoceni zavislosti vystupu na

rizném poctu vstupnich faktort

LI Vyklad

it i

10.1 Jednoduché tridéni

Test vyznamnosti rozdilu mezi dvéma vybeérovymi priméry (dvouvybérovy t-test) ma
nulovou hypotézu Ho: i, = u,. Pokud se provétuje rovnost vice nez dvou stfednich hodnot,

neni spravné pouzit opakované dvouvybérovy t-test, nebot’ dochéazi k vyraznému naristani
chyby prvniho druhu. PouZije se analyza rozptylu (Analysis of Variance), ktera je
oznacovana zkratkou ANOVA.
ANOVA je test s témito kroky:

Ptedpokladame, Ze k dispozici je k nezavislych vybéra z rozdéleni N( ,ul.,az) ,i=1,2,...k.

D) Hyopy=p,=..=
H;: Alesponi jedna rovnost neplati.

2) Testovaci kriterium

b Selte=1)
Sy ((n—k)

kde St a Sg jsou meziskupinovy resp. vnitroskupinovy soucet ctvercii odchylek. Vzorec pro
jejich vypocet je uveden dale.
3) Kriticka hodnot £, _, ,_, ()

4Je-i T>F,_, ,(a),zamita se Ho.
Jak je patrné ze zadéani (vybéry z rozdéleni N(u,,o7)), podminkou pouziti ANOVA je

normalita dat a rovnost rozptylii ve vzorcich.
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Protoze velikost vzorkli nebyva velka, je vhodny Shapiro Wilkav test pro ovéreni normality.
Pro rovnost rozptyldi, tedy testovani hypotézy H, : o7 =0, =...= o, , lze pouZit napf.
Bartlettav test. Data v ptikladu 1 spliiuji oba piedpoklady.

VeliCinu, ktera bude pfedmétem sledovani (napt. sledovany znak kvality), budeme dale
oznacovat y a rozliSovat, kolik faktorti ovlivituje jeji hodnotu. Podle toho se hovoii o
jednoduchém tiidéni (y ovliviuje jeden faktor), dvojném tfidéni, atd.

V této kapitole se predpoklada, ze sledovany ukazatel y zavisi na jednom znaku (faktoru),
ktery mize mit kurovni. VSechny potiebné vzorce i postup ANOVA uvedeme
v nasledujicim piiklade¢.

Priklad 1 (jednoduché tiidéni)

Sleduje se mnozstvi emisi (y) automobilu v zavislosti na typu pfisady do benzinu (A,B,C,D).
Celkem byly provedeny 4 pokusy s kazdym typem pftisady. Zjisténé emise jsou v tabulce 1.

A B C D

21 26 25 20

20 27 26 23

16 15 16 13

15 20 17 20

Y =18 Y, =22 Yy =21 Vs =
y =20

Tab.1 Vysledky métfeni emisi s riznymi typy piisad

M3 se rozhodnout, je-1i vyznamny rozdil mezi vybérovymi pruméry emisi, které odpovidaji
jednotlivym typiim pfisad.

Resent:
Z uvedenych 16 vysledki je vypocitan soucet ¢tverct odchylek Sp od celkového priméru y
podle vzorce

s, =% nzj( 72
= y ..—y
D 2=

(1)

k = pocet skupin (zde jsou skupiny A,B,C a D, proto k =4)

1= Cislo pokusu (zde 1= 1,2,3,4)

j = Cislo skupiny (zde j = 1,2,3,4)

n; = pocet hodnot v j-t€ skupiné ( zde vSechny skupiny stejné, n; = 4)

S, =(21-20)% + (20 — 20)* +...+ (13 = 20)* + (20 — 20)* = 296

Sp lze rozlozit na soucet Ctverci odchylek mezi skupinami St a vnitroskupinovy soucet
¢tverct odchylek (rezidualni) Sg. Plati
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SD:ST+SR

k N —_—
ST :Zlnj(yj _y)2

J=

n; = Cetnost v j-té skupiné (j = 1,2,...,k)

y,= prumér v j-té€ skupiné

S, =4(18—20)* +4(22-20)* +4(21—20)* +4(19—20)> = 40

s, - %
R

}/l.
Y =2
:liZI(yji _yj)

S, =(21-18)" +..+ (15— 18) + (26— 22)* +...+ (20— 22)* + (25-21)* +

+ot (17 =217 +(20 = 19)* +...+ (20 — 19)* =256

Vysledky rozkladu podle (2) jsou v tabulce 2.

Soucet ¢tverci d.f. Rozptyl Testovaci Sig.lev.
krit

Sr=40* k-1 57=403=133

4-1=3 ! s2/s2 =0,62 061

T R >

Sg = 256* nk §2=256/12=213

16-4=12
Sp =296* 3+12 | Pozn.: Pocet pokusii n = 16.

=15 |d.f.=degrees of freedom = stupné volnosti

Pozn.(*):

Tab. 2 ANOVA (na PC)

Indexy T, R a D souvisi s pojmy Treatment, Residual a Difference.

Zavér: Priméry se vyznamné nelisi, takze nezalezi na tom, jakou ptisadu do paliva

pouzijeme.

Vypocet s programem Excel:

Nastroje/Analyza dat/ANOVA:jeden faktor

Data: jako v tab. 1

2)

3)

(4)
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ANOVA
Zdroj Soucet Hodnota
variability Ctverci d.f. Rozptyl F P F krit
Mezi vybéry 40 3 13,33333 0,625 0,61244  3,490295
Uvnitt
vybéri 256 12 21,33333
Celkem 296 15

Poznamka: Ve vysledcich ANOVA byva misto kritické hodnoty uvadéna hodnota p-val (jiné
oznaceni sig.lev. nebo hodnota p). Vyhodnoceni testu spo¢iva v porovnani p-val se zvolenou
hladinou vyznamnosti a: je-li
p-val < a, byla prekroc¢ena kritickd hodnota a Ho se zamit4. Jiné hodnoceni testu: je-li T >

kriticka hodnota, zamita se Ho.

Zrychlena ANOVA

Existuje i jiny, pocetné¢ pohodInéjsi, rozklad souctu ¢tverct odchylek (resp. rozptylu).

Vyjadiime-li

a dosadime do (2), bude

a odtud

k",
Sp= 2 2yji—n

j=li=l

2

S—SA:ST+SR

S:SA+ST+SR

Vypocet S a S je snadnéjsi nez Sp. Sg se ,,dopocita“ nakonec z rovnice

SR =S - SA — ST.
Rozklad S podle (6) je v tabulce 3.
S, =ny> =16.20° = 6400.
Soucet d.f. Rozptyl Test. kritérium Kriticka
ctvercli hodnota
Sa = 6400 1 *)
Sy =40 3| si=40/3=133 | sp/sp =062 | Fa089)=
Sg =256 12 | s2=256/12=21.3 ’
S = 6696 16 |Pozn.: S, se nevyhodnocuje.
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Protoze testovaci kritérium neptekracuje kritickou hodnotu, neni divod k zamitnuti nulové
hypotézy H,: Rozdil mezi ptisadami je bezvyznamny. Zavér je stejny v obou tabulkach.

* Poznamka: F312(0.05) se hleda v tabulkach, nebo s Excelem: fx/FINV

Pravdépod. 0,05
volnost1 3
volnost2 12

Schefeho Kriterium

V ptipad¢ zamitnuti Ho se konstatuje, ze priméry si nejsou rovny. Z testu vSak neni jasné,
které dvojice nesplituji rovnost. Mame-li z néjakého diivodu zéjem to zjistit, je mozné pouzit
napf. Schefeho kriterium, které tak tvoii pokraCovani testu. Postupuje se tak, ze rozdily
vyberovych priméra v absolutni hodnoté se porovnavaji s kritickou hodnotou (na pravé strang
vztahu 7)

Vi~ y]‘ > [(ni_l + nj_'l )(k _1)‘S2Fk—1,n—k (Q)F ,

(7)
kde s* =

a je-li vétsi, prohlasime rozdil mezi témito dvojicemi za vyznamny. Takto se musi provéfit
vSechny dvojice priméru. V software byva ptislusna dvojice né¢jak oznacena, napt. * .

Priklad 2 (data z lit.[4])
Sleduje se vynos rtiznych odriid brambor (A,B,C,D). Vysledky jsou v tabulce

A B C D
0,9 1,3 13 1.1
0.8 ! 1,5 1,2
0,6 1,3 1.6 1
0,9 1.1
1,5
Vypocet s programem Excel:
Anova: jeden faktor
Faktor
Vyber Pocet  Soucet Priumer  Rozptyl
Radek 1 4 3,2 0,8 0,02
Radek 2 3 3,6 1,2 0,03
Radek 3 5 7 1,4 0,04
Rédek 4 3 3,3 1,1 0,01
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ANOVA
Zdroj Hodnota
variability SS Rozdil MS F P F krit
Mezi vybéry 0,816 3 0,272 9,973333 0,001805 3,587431
Vsechny
vybéry * 0,3 11 0,027273
Celkem 1,116 14

* takto je v Excelu oznacen soucet ¢tvercl odchylek uvnit skupin, tedy Sg.

Pomoci ANOVA bylo zjisténo, Ze mezi primérnymi vynosy z trsu jsou vyznamné rozdily. Je
tteba dale zjistit, mezi kterymi odrtidami. V tabulce jsou dale uvedeny rozdily priméra a
ptislusna kritickd hodnota. Cast kritické hodnoty

[(k - 1)'S2Fk—1,n—k (a)]
je stejnd pro vSechny dvojice primérti a ma hodnu F3;,(0,05) = 3,59.
[k-1).5°F,,, ,(@)]= (4-1).0,02727.3,59

k (pocet odrud) = 4
n (pocet trst) = 15

Tabulka vysledki
Napt. pro A-C:

N ! 0,3
3= 3| > [+ Ve =1)57F, (@) =[ (0,25+0,20)3, =

3,59 [ =0,363
4

Dvojice Leva strana (7) Prava strana (7)
A-B 0,4 0,41381
A-C 0,6 0,36345 *
A-D 0,3 0,41381
B-C 0,2 0,39568
B-D 0,1 0,44238
C-D 0,3 0,39568

Tab.4 Schefeho metoda

U dvojice odriid A a C je leva strana vzorce (7) vétsi nez prava. Skutecné také vynosy odrudy
A(0.8) a C(1.4) jsou nejvetsim rozdilem ve vynosech.

Vypocet s programem STATGRAPHICS
Compare/ ANOVA/ One Way ...

Ikona: Tabulator Options:

Multiple range test = Schefe:

Data: prvni sloupec Yi, druhy sloupec : ke kterému faktoru patii Yi
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ANOVA Table for

Between groups
Within groups

Total (Corr.)

Col_1 by Col_2

Analysis of Variance

Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
0,816 3 0,272 9,97 0,0018
0,3 11 0,0272727
1,116 14
Cisla urovni V.- Y. Kriticka hodnota
faktort (contrast) ! / (limits)
(diference)
1-2 -0,4 0,413786
1-3 -0,6 0,363432 *
1-4 -0,3 0,413786
2-3 -0,2 0,395655
2-4 0,1 0,442356
3-4 0,3 0,395655

* oznaceni statisticky vyznamného rozdilu

Model ANOVA

Teoreticka cetnost v i-tém fadku a j-tém sloupci yj; se modeluje jako primér v této skupiné +
nahodna odchylka od skupinového pruméru.

Vi = Hit &y

Pramér v j-té skupiné je modelovan jako soucet celkového priméru a vlivu této trovné

faktoru

4; = pramer v j-t€ skupin€ (sloupci)

7,= vliv j-t€ Grovn¢ faktoru

1 = celkovy pramér

Dosazenim dostavame

&; = nahodna odchylka

Hy=H+T;

yl.j=,u+rj+8y.

Odhad modelovanych veli¢in oznac¢ime stiiSkou:

MNC se vypogita:

yi/.=,U+Tl-
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[ =Y.. (celkovy prameér)
7, = y,.— y.. (¥, je skupinovy primér)

Potom
j}ij =y.+(V.—y.) =y

Model yj; je potieba k vypoctu rezidui: e, =y, — y;

Vi j’,‘j =) €;
21 18 3
20 18 2
16 18 -2
15 18 -3
26 22 4
27 22 5
15 22 -7
20 22 -2
25 21 4
26 21 5
16 21 -5
17 21 -4
20 19 1
23 19 4
13 19 -6
20 19 1

Rezidua jsou potieba ke konstrukci diagnostickych grafii,kterymi se ovétuji predpoklady
ANOVA. Normalita se ovéti napt. graficky pomoci normalniho pravdépodobnostniho grafu:

Normal Probability Plot
99,9F .

percentage
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10.2 Dvojné tridéni
Je-1i sledovany znak ovliviilovan dvéma faktory, hovotime o dvojném tiidéni. Rozklad souctu

Ctvercu S se provede analogicky jako v ptipadé€ jednoduchého tfidéni, pouze piibude jeden
s¢itanec. Oznac¢ime ho Sg. Rozklad souctu ¢tverct S potom bude

S:SA+SB+ST+SR

(8)
resp. bez pouziti Sa( provadi se na PC)
SD = SB + ST + SR
€))
kde
S, =k2(, -7’
(10)
ko —\2
ST = nzz‘tl(yj - y)
(11)
S, =nky’
(12)
4 2
S =22y,
j=li=l
(13)

Rezidualni soucet Ctvercii, ktery je nejpracnéjsi, se vypocita z rovnice (8)

SR:S—SA—SB-ST

Priklad 3 (pokracovani z kap. 10.1)

Sleduji se emise vyfukovych plynil (y) v zavislosti na
a) typu ptisady (A,B,C,D) = 1. faktor, ovliviyjici y,
b) vlivu fidice (LILIILIV) = 2. faktor, ovliviiujici y.

Vysledky experimentu jsou v tabulce 5.
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Prisada
Ridi¢ A B C D promér
I 21 26 25 20
il 20 27 26 23
11 16 15 16 13
v 15 20 17 20
prameér

Tab.5 Plan a vysledky experimentu

Vypocet skupinovych primért a souctu ¢tvercii odchylek manuélné provedeme v tabulce:

pruméry
21 26 25 20 23
20 27 26 23 24
16 15 16 13 15
15 20 17 20 18
praméry 18 22 21 19 20

Analyza rozptylu je provedena obéma zplisoby: manualnim a na PC.
Rozklad podle (8):

Soucet Ctvercu d.f. Rozptyl Test.krit. Krit.hod.
Sa = 6400 1
Sp=216 n-1=3 2 Syl Sp=
57 =72 163 F,,(0,05) =
Sr=40 k—1=3 2 _ =3,86
T sy =133 e
Sr =40 9 $%—44 Sy /S =
R 3,0
S =2696 16 Pozn.:d.f. u Sg je obecné (n -1)(k -1)

Tab. 6a ANOVA (manudlni vypocet)

Protoze jen testovaci kriterium u faktoru B piekracuje kritickou hodnotu, je pouze u faktoru B
vyznamny rozdil praméru.

Rozklad podle (9) je v tabulce 6.
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Soucet ctverci d.f. Rozptyl Test. krit. Sig. level
Sp=216 3 2 _ — 0,0006
B sy =216/3=72 ;
Sr=40 3 sg/sp =16,3(70,0877

2
—40/3 =133
°T /52 =3,02

Sg =40 9 | 52=40/9=44
Sp =296 15

Tab. 6b ANOVA (vypocet s PC)

Pouze u B je vyznamny rozdil.

Linearni model pozorovani
YV =M+ P +7,+(Br); + &y
Bi,7;,(Br),; vyjadiuji vliv faktord A, B a interakce AB

Bi = fadkovy faktor
7= sloupcovy faktor
(B ©);j = smiSeny faktor (interakce)

u, B;,7 (PBr), se odhadnou :
A=y.. (y..=celkovy primér)
Bi=y..—y..(y..=pramér v i-tém fadku)

T, =Y Yo (f.j. = primér v j-tém sloupci)

Odhad modelu (fecka pismena se stfiSkou)
)A/ijk :/}"'fi +ﬂj +(IBT)I‘,' =

=Yt (Fio.= 7.) + (P j. = V..) + (Yij. = Fi.— Vij.+ V...) = Vij.
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10.3 Trojné tiidéni (Latinské ¢tverce)

Je-1i sledovany znak y ovlivilovan tfemi faktory, hovofime o tzv. Latinskych ¢tverct (trojném
tfidéni). Rozklad souctu ¢tvercti odchylek zde bude

S:SA+SB+Sc+ST+SR

(14-7)
resp. pii pouziti PC
SD:SB+Sc+ST+SR
(15-8)
kde
S, =kky®,
(16)
k je rozmér tabulky s vysledky experimentu.
Ss, Sc, St se pocitaji stejné podle vzorce
S o
Y 5, -9)°,
i=1
(17)
¥, je prameér v piislusné (testované) skupiné.
SR:S—SA—SB—Sc—ST
kb
S=22
i=1 j=1
(18)
Kk .,
SD = ZZ(J’([ _y)
i=1 j=1
(19)

Piiklad 4

Sleduje se mnozstvi emisi (y) v zavislosti na
a) typu piisady do benzinu (A,B,C,D),
b) vlivu fidice (LILIILIV),
¢) pouzitém vozidle (1,2,3,4).
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Vysledky experimentu jsou v tabulce 7. Protoze 1. fadek a 1. sloupec jsou jiz obsazené, bude
treti faktor zaznamenavan do tabulky. Tato filosofie zapisu se uplatiiuje i u Ctyt a vice faktort.

1 2 3 4
I A 21 B 26 D 20 C 25
II D 23 C 26 A 20 B 27
I B 15 D 13 C 16 A 16
v C 17 A 15 B 20 D 20

Tab. 7 Vysledky experimentu s uvazenim tii faktort

Vypocty priméri pro jednotliva tfidéni jsou v pomocné tabulce 8.

Ridi¢i Vozidla Piisady
1:23 1:19 A:18
11:24 2:20 B:22

II:15 3:19 C:21

IV:18 4:22 D:19

Tab.8 Vypocet skupinovych praméri

§ =212 4262 +20% +...+202 = 6696
Sy =4l(23—20)2+(24—20)2+(15—20)2+(18—2O)2J=216
S, =4[(19-20)" +(20-20)* + (19— 20)” + (22 —20)* | = 24
S, = 4{(18 - 20)% + (22 - 20)* + (21 - 20)* + (19 — 20)* | = 40
S, =4.420% = 6400

Sp =6696-6400-216-24-40=16

d.f. Rozptyl Test.krit. Krit.hod.
SA = 6400 1 5% = 6400
Sp= 216 | k-1=3 53 =216/3=72 |s;/s;~27
Sc=24 | k-1=3 s2=24/3=8 s2 /st ~3,0 | Fhe(0.09)=
Sr=40 | k-1=3 | 2-40/3=133 | s2/s2~50]| ~*7°
Se=16 | (k-D)(k-2)=6 | 52 =16/6 = 2.67
S = 6696 16

Tab. 9 ANOVA (manudlni vypocet)
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Zaver: NejvyznamnéjSim vlivem je fidic¢ (blokova proménna B).

Rozklad podle (14):
Soucet Ctv. d.f. Rozptyl Test.krit. Sig.lev.
Sg=216 (k-1)=3 s2=72 s2/s2 =27 0,0007
Sc=24 (k-1)=3 si=8 s2/s2 =30 0,1170

Sr=40 (kD=3 | 2 _135 |52/s2~50] 00452

Sg=16 (k-Dk-2)= | 52 =2 67
Sp =296 15

Tab. 10 ANOVA (na PC)

Jedinym vlivnym faktorem je faktor B.

Z Shrnuti kapitoly 10

V této zaverecné kapitole byl vysvétlen princip analyzy rozptylu za i¢elem hodnoceni

//////

P 4 Otazky ke kapitole 10

Jaka je souvislost dvouvybérového t-testu a ANOVA

Zkuste jednim slovem odpovédét na otazku: ,,Co je ANOVA?*

Napiste Ho, testovaci kriterium a kritickou hodnotu ANOVA

Rozlozte soucet ¢tverct Spa S pro jednoduché tiidéni

V ¢em se lisi rucni a pocitatovy vypocet rozkladu souctu ¢tvercti odchylek
Napiste tabulku ANOVA pro ru¢ni vypocet (jednoduché tiidéni)

Napiste tabulku ANOVA vypocet na PC (jednoduché tiidéni)

Co ptesn¢ znamena zamitnuti Ho v ANOVA
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|
i,

:@: Ulohy ke kapitole 10

Piiklad 1

Sleduje se zavislost sily vybuchu vybusné smési Y na ctyfech faktorech:

a) pracovnik, ktery smés ptipravil (1,2,3,4,5), b) davka (LILIILIV,V), ¢) vybusna smés (A,
B, C, D, E), d) vzorek (a, B, v, 0, €). Vysledek experimentu je v tabulce €. 1.
Ma se provést ANOVA na PC a manualné.

Tabulka €. 1 Vysledek experimentu

Davky Cistého Pracovnik
materialu 1 2 3 4 5
I Ao 24 By 20 Ce 19 DB 24 Ed 24
11 BB 17 Cé 24 Do 30 Ey 27 Ag 36
111 Cy 18 De 38 EB 26 Ad 27 Ba 21
v D6 26 Ea 31 Ay 26 Be 23 Cp 22
\% Ee 22 AB 30 Bé 20 Co 29 Dy 31
Priklad 2

Vyrobce hlinikovych slitin vyrabi pfipravek na zjemnéni zrna v ingotu. Produkt je vyrabén ve
4 pecich. Kazda pec ma své vlastni jedinecné vyrobni charakteristiky, takze kazdy
experiment, ktery je provadén ve slévarné na vice pecich, ma pec jako problémovou
proménnou. Technici ur€ili, Ze zasadni vliv na velikost zrna mé také rychlost michéni. Kazda
pec mé 4 rychlosti michéni.

Vysledné velikosti zrn jsou v tabulce. Proved'te ANOVA.

Rychlost Pec

michani 1 2 3 4
5 8 4 5 6
10 14 5 6 9
15 14 6 9 2
20 17 9 3 6

Piiklad 3
Posud’te, zda se vyznamné lisi primérné vydaje v rodinach s riznym poctem déti, mate li tyto
udaje:

Pocet déti v rodiné Vydaje v tis.K¢
0 36.1,36.6,34.7,37.9, 34
1 37.9,37.4,38.8,37.1,35.1
2 36.2,42.2,39.5,38.8, 40
3 43.6,41.4,39.2,42.2,38.8
4 38.6,43.7,39.1,44.2,44.4
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Priklad 4

Proved’'te ANOVA u jednoduchého tfidéni:

A B C

48 50 51

49 50 52

50 48 50
52

ﬂgﬂ KLIC K RESENI KAP. 10

Reseni(l):

Vyhodnoceni bylo provedeno v programu Statgraphics. Vysledky testu jsou v tabulce €. 2,
Analyza rozptylu v PC.

Tabulka €. 2 Analyza rozptylu v PC

Analysis of Variance for hod_mereni - Type 111 Sums of Squares

MAIN EFFECTS

A-davky_cist_mat 68,0 4 17,0 2,06 0,1783
B:pracovnik 150,0 4 37,5 4,55 0,0329
C:vybusna_smes 330,0 4 82,5 10,00 0,0033
D:test_vzorek 62,0 4 15,5 1,88 0,2076
RESIDUAL 66,0 8 8,25
TOTAL (CORRECTED) 676,0 24

All F-ratios are based on the residual mean square error.

Vyhodnoceni dle tabulky ¢. 2:

Porovnava se hodnota P-Value se zvolenou hladinou vyznamnosti o = 0.05. Je-1i P-Value < a,
zamita se Hy o rovnosti priméri a piijima se alternativa H;.

Pro faktor — davky ¢istého materialu je P-Value 0,1783 > o — pfijima se Hy

Pro faktor — pracovnik je P-Value 0,0329 < a — zamita se Hy a pfijima se H;
Pro faktor — vybusna smés je P-Value 0,0033 < o — zamita se Hy a pfijima se H;
Pro faktor — testovany vzorek je P-Value 0,2076 > a — pfijima se Hy

Rucéni vypocet:

Tabulka ¢. 3 Vysledek experimentu s vybérovymi priméry
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Davky istého Pracovnik —
materialu 1 2 3 4 5 Y,
1 Ao 24 By 20 Ce 19 DB 24 ES 24 22,2
2 B 17 Ccs 24 Do 30 By 27 Ae 36 26,8
3 Cy 18 De 38 EB 26 AS 27 Ba 21 26,0
4 D5 26 Eo 31 Ay 26 Be 23 Cp 22 25,6
5 Ee 22 AB 30 Bs 20 Ca 29 Dy 31 26,4
i 214 28,6 242 26,0 26,8 y=154
Dalsi praméry y;: A =28,6 a=27,0
B =202 B=23,8
C=224 =244
D=29,8 6=242
E=26,0 =276
Oznaceni: Sp — davka, S¢ — pracovnik, Sg — vybusna smés, St — testovaci vzorky.

S:SA+SB+Sc+SE+ST+SR

SR:S-SA+SB+Sc+SE+ST

"
L1

1
T=—: Y v =254
T Z"'

ak §

5= TETFyi = (2474170 2180 £ 267 +22° +20° + 247 +38° - 317 £ 30° +

19° - 30° £ 26° L 26° £ 20° £ 24° £ 27° 4275 £ 23° £ 297 L 24° £+ 36° + 21° =
227 - 31°) = 16805

S, k.7 =5.5.254% = 16129
55‘

k-
Je= S = 5;=k-5§‘=1{?:— ¥,

kde v je primér v pfislusné testované skuping.

5:=5.[(222-254)"+ (268 —254)" + (260 — 254)- + (256 — 254)° +
(264 —254)°]=5.136 =68

5.=5[(214—-254)° + (286 — 254)° + (242 —254)° + (260 —254)° +
(268 — 254)°] = 5-50 = 150

§.=5.[(786=254)° = (202 =254)" = (724 =754)° 2 (798 = 254)° =
(26.0—254)°] = 5-66 = 330
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5. =5:[(27.0—-254)" + (238 —254)" + (244 — 254)" + (242 — 254)" +
(27.6— 254)°]=5-124 =62

SR =S-SaA+Sg+ Sc+ Sg + St=16805-16129 — 68 —330 - 62 - 150 =66

Tabulka ¢ 4 ANOVA — ru¢ni vypocet

Soudet &tverc Vs(fﬁglfl Rozptyl Testovaci kritérium Kritické hodnota
SA=16129 1
Sp =68 k-1=4 5;1,=$= L7 §—§=£=3.% F,;(0,05) = 3,838
Sc =150 k—-1=4 El_i-lTW- 37,5 i—i-g = 4,55 | Fz(005) =3,838
S = 330 k-1-4 3§=Zﬂ=33-5 §=&':: = 10,0 | F,;(0,05) = 3,838
Sr=62 k-1=4 Ef'i—z' 152 %=;i5=1.88 F,:(0,05) = 3,338
Se-es | OO | 52 P gas
S = 16805 25

Vyhodnoceni tabulky ¢. 4:

Pti ruénim vypoctu se porovnava hodnota testovaciho kritéria s kritickou hodnotou. Je-1i
hodnota testovaciho kritéria mens$i nez kriticka hodnota, neni divod k zamitnuti nulové
hypotézy (pfijma se hypotézu Hy). Je-1i hodnota testovaciho kritéria vétsi nez kriticka
hodnota, pfijima se hypotéza H;.

Pro faktor Sg — davka ¢istého materialu:
T=2,06< K =3,838 — pfijima se Hy

Pro faktor Sc¢ — pracovnik:
T =4,55>K = 3,838 — piijima se H;.

Pro faktor Sg — vybusna smés (A, B, C, D, E):
T=10,00 > K = 3,838 — pfijima se H; .
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Pro faktor St
T=1,88 <K = 3,838 — piijima se Hy.

Obéma postupy (v PC i ruénim vypoctem) jsme dosli ke stejnému zavéru.

Reseni(2):

ReSeni na PC
K analyze pouzijeme SW STATGRAPHICS Plus.

Vypis programu:

Compare — Analysis of Variance — Multifactor ANOVA
Analysis of Variance for Col 1 - Type III Sums of Squares

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value

MAIN EFFECTS

A:Col 2 165,188 3 55,0625 6,35 0,0133
B:Col 3 22,1875 3 7,39583 0,85 0,4995
RESIDUAL 78,0625 9 8,67361

TOTAL 265,438 15

Data se do tabulky SW Statgraphics ukladaji takto:
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Meéfteni Davky Pracovnik

24
17
18
26
22
20
24
38
31
30
19
30
26
26
20
24
27
27
23
29
24
36
21
22
31

Y F Y1) SN 17N NN [90Y CY SN 1O NG FOCY IO 1S (O NS KRR 1O 15 K'Y F N TO0Y 1O
D[RR [W[W[W[W[W[N[N[N[N [N ——
v
NG FOCTICY 1SN rU'S (9OY 1) PN FN) O O [ FU'S) (L FOY FSN FNY O 1Y 1Y KO N T9R) 1O %
<
w

Manualni FeSeni
Rozklad souctii ¢tvercu S se provede:

§S=8,+8,+5,+5;,

kde S, =nky =45.7,69 =946,178

k k
§=>> y:=121161
=1 j=1 =
S, =k (- ) = 4[(5,75-7,69) + (8,5 7,69) +(7,75—7,69)° + (8,75~ 7,69)’ ]
i=1
S, =228
koo —
S, =k (- ) = 4[(13,25-7,6875)° + (6 7,6875) +(5,75—7,6875) + (5,75~ 7,6875)’
i=1
S, =165,19

S,=S-S,-S,-8,=1211,65-946,178—22,18—165,19 = 78,0625
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Kriticka hodnota z tabulek: F;,(0,05) =5,08

Tabulka ANOVA
d.f. Rozptyl Testovaci kriterium Kritickd hodnota
Sa =946,178 |
S2=2218/3=1739
Sy =22,18 3 B S,/S: =085
2
S =165,19 3 Sy =165,19/3 =55 F,,(0,05) = 3,86
2 _ —
Sp= 78,0625 9 Sp =78,0625/9 =8, S;/S: =635
S=1211,61 16
Vysledky (3):
(St=120.372, Sg="77.588, T ="7.757)
Reseni(4):
A B C
48 50 51
49 50 52
50 48 50
52
49 50 51
Y =50
n=10,k=3
S d.f. 57 T Kritic. hodnota
Sum 6 2 3 1,75
Sy 12 7 1,71 F,+(0,05) = 6,54
St 18

Sm = 3.(49-50) + 4.(50-50)* + 3.(51-50)*= 6

S =25018

Sa=10.50>= 25000

S =2500+SM + SV; SV =25018 - 25000 - 6 = 12
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11. SIRSI SOUVISLOSTI PLANOVANI EXPERIMENTU

@ Cas ke studiu: 20 hodin

_7@ Cil kapitoly

a) ukdazat souvislosti DOE, regresni analyzy a ekonometrie

b) uvést zdkladni vzorce regresni analyzy
c) definovat prfedpoklady regresni analyzy vcetné zptisobu

jejich testovani a prekonani problému pfi jejich nesplnéni

LLI]| Vyklad

Tato skripta jsou vénovana planovani experimentl. Jednd se o disciplinu s Sirokymi
moznostmi aplikaci mj. také v fizeni jakosti. Soucasné je to vSak téma, souvisejici velmi uzce
s dal§imi matematickymi disciplinami, jmenovité regresni analyzou a také ekonometrii. V této
zavérecné kapitole bychom radi ukazali souvislosti uvedenych disciplin.

V matematické statistice byla probrana kapitola regresni analyzy, zabyvajici se modelovanim
zavislosti sledovanych vystupi (napt. ukazateli kvality) na proménnych, oznacovanych
v fizeni procest jako vstupy, regulovatelné faktory resp. nezavislé proménné.

Abychom mohli dale probirat problémova mista regresni analyzy, pfipomeneme
nejvyznamnéjsi pojmy a vztahy.

11.1 Regresni analyza

11.1.1 Zakladni pojmy regresni analyzy, metoda nejmensich ¢tverci

Tvar zavislosti y na X =(x,,...,x, ) je v nejjednodussim ptipad¢, kdy x = x, vyjadien obecné

y = f(x). Funkéni piedpis f miize mit nejriizn&jii tvar, napk. y = Bi + Bax, y = Po + Bix + Bax’,
y = In(x), atp. Pfi zavislosti y na k proménnych mame rovnici y = f(xy, ...,Xx) = f( X).
Je-li tato funkce uvaZovéna ve tvaru

y= B]f]()_C’)‘f‘ Bzfz(f) + ...+ kak()_f)

hovofime o linedrni regresi (linearni podle parametr).
Nejcastéji uvazujeme (1) ve tvaru:

y= lel + BzXz + ...+ Bka
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V nejjednodussim piipadem, kdy y je linearni funkci x, je y = + Baxa.

K dispozici jsou experimentalné ziskané body (x1,Y1), (x2,Y2), ..., (Xn, Yn).

Podstatné pii hledani téchto bodi je, Ze x; se voli, zatimco Y; se ziskd mérenim a je tedy
zatizeno chybou méfeni.

Y; = empirickéd (méfena) hodnota zavisle proménné
yi = teoretickd hodnota zavisle proménné

&i = rezidudlni odchylka

Vztah mezi empirickou hodnotou Y; a teoretickou hodnotou y; je vyjadfen rovnici

Yi=yiteg
(1)
&, je rezidudlni odchylka
Ma-li teoretickd regresni funkce tvar
y=px ot Bixgs
)
je
yvi=pBx, +..+Bx,,1=12,...n
3)
a
Y, = ﬂlxil +"‘+18kxik T ¢,
(4)
Odhadem teoretické regresni funkce (3) je empiricka regresni funkce
Y =bx, +..+bx,.
)
Vztah (1) potom miiZzeme zapsat ve tvaru
Y, = YA: te
(6)
e; je empirickd reziduélni odchylka.
Po dosazeni za ?l do (6) mame
Y=bx,+..+bx, +e;1=12,...n.
(7
Soustavu rovnic (7) 1ze zapsat pomoci matic
Y=Xb+é
(8)

Matice X ma tvar
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X X2 Xk
Xy Xy Xok
X =
L xnl xnz xnk—

)

Prvni tadek je prvni volbou proménnych xi,...,xx, atd. az po n-tou volbu v poslednim fadku.
Zdurazitujeme volba: proménné x; se voli, hodnoty Yj jsou ziskany méfenim.

Nyni budeme hledat zplisob vypoctu koeficientli b;, tedy vektoru b, empiricky regresni
koeficient b; je bodovym odhadem teoretického regresniho koeficientu £, .

Kriteriem pro posouzeni kvality nalezenych odhadi b; je soucet ¢tverct odchylek rezidui
S,=>¢e;
i=1

nejlepsi odhad je ten, pro ktery je soucet ctvercu odchylek Zef minimdlni, tedy
i=1

Zel.z = min.
i=l1
(10)

Vztah (10), nazyvany metoda nejmensich ctvercii (MNC resp. LS), je vychozi pro nalezeni

vektoru b ;
v maticovém vyjadifeni ma tvar

11.1.2 Predpoklady regresni analyzy

O reziduélnich odchylkéch, které z pohledu teorie pravdépodobnosti piedstavuji ndhodné
proménng, se ¢ini tyto predpoklady:

1) Sttedni hodnota je nula: E (&) =0
2) Rozptyl je konstantni, nezavisly na i: D (g;) = o
3) Veli€iny g, €; jsou nezavislé: cov (g;, €) =0

4) Veli¢iny & maji normélni rozd&leni: &~ N(0, 67)

Také o matici (9) se ¢ini jisté predpoklady. Uvedeme je v navaznosti k predpokladim o
reziduich:

5) matice X je nendhodna
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6) sloupce v X jsou linearné nezavislé

Ptedpoklady o reziduich lze vyjadfit také v maticovém tvaru
1b) E(¢)=0
2b) var(g) = ol

3b) & ~ N(0,0°1)

Zapis var(g) = o> obsahuje body (2) a (3), nebot

2

D(g)) cov(g,,&,) cov(g, &) 1 00 o 0 O
var(&) = o’1 = 6’| cov(e,, &) D(s,) cov(e,, &) =00 1 0|=[ 0 o 0
cov(es, &) cov(e;,&,) D(&y) 0 0 1 0 0 o

Odtud je zfejmé, Ze rozptyly jsou konstantni (bod 2) a kovariance nulové (bod 3).
Pti hleddni modelu a nasledném testovani jeho vlastnosti budou pouzity véty regresni

analyzy, které nyni uvede.
Véty zasadniho vyznamu jsou uvedeny s diikazem, ostatni pomocné véty bez ditkazu.

11.1.3 Vybrané véty regresni analyzy

Véta 1
Odhad regresnich koeficientii b = (b,,...,b, )" metodou nejmensich &tverci se vypoéita pomoci
vztahu

b=(X"X)"'X"Y.
(12)

Dosazenim Y-Xb za ¢ do (11) dostavame

S =(Y-Xb) (Y- Xb)=(Y" —b" X" )Y -Xb)=Y'Y-Y"Xb-b"X"Y +b" X" Xb

Protoze
Y'Xb=0b"X"Y)"
a vyraz v zavorce je skalar, je Y Xb = (b" X"Y)" =b" X"Y , miizeme psat

S,=Y"Y-Y'Xb-b"X"Y+b" X" Xb=Y"Y-2b"X"Y+b" X" Xb
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Hled4 se minimum této vektorové funkce. Pro derivace S, podle vektoru b pouZijeme véty
z kapitoly 4.3.2: Jsou-li @ a o vektory, A je matice, potom

o' a
— T -
ow
T
0T AT _ s AN
ow

Derivovanim S. dostavame

oS
c = 2XTY+2X"Xb=0
ob

Odtud
b=(X"X)"X"Y.

Vypocet b podle Véty 1 je bodovym odhadem regresnich koeficientt f,..., 5, .
U bodovych odhadi je potieba zjistit, zda se jedna o nevychyleny odhad, tj. zda Eb = ﬁ a

dale stanovit variancni matici var(b).

Véta 2
Odhad b je nestranny, tzn. £ (l;) = f ama varianéni matici var(h) = o> (X" X)".

a) Eb=EX"X)"' XY =(X"X)"XTE(XB+&)=(X"X)'X"XB=J
b) var(h) = var(X" X)" X7Y = (X" X)"' X" var(Xf + &)X [ (X" x)" |
= X' X)X rx(x"x)" =6 (XTX)"

kde o se pogita podle V4.

Véta 3
Pro rezidualni soucet ¢tvercti Se plati:

o Se=v"|1- x(x"x]'x7 )y
by Se=Y"Y-b"X"Y

Véta 4

e

Nestrannym odhadem parametruc” je ndhodna veligina s° = P
"
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Véta S5

Ma-li nahodny vektor & normdlni rozdéleni, tj. & ~ N(o6,0°I), potom
a)Y ~ N(XB,c°I)

b) b~ N|f.o*(x"x)"|

Véta 6

. e € i
Nahodna veli¢ina —- ma rozdéleni y. ,.
o

Véta 7
Ozna¢me v;; prvky matice ¥ = (X" X)". Potom

bi_ﬂi ~t .
S\/V_ﬁ "

S pouzitim véty: Md li nahodna velicina X, rozdeleni N(0,1) a nahodna velicina X, rozdéleni

X,

., pak < ~t, ,, sestrojime takovy zlomek pomoci V;,V4,Vs:
/72
n

bi_ﬂi bi_:Bi
oy oy b
S, SPn—k) s\
62 02
n—k n—k

Véta 7 se pouziva
a) pro testovani hypotézy H, : 5, = p/:

Jestlize

bi — lBio

SalV

>t . (a),

ii
zamita se Hy. Nejcastcji se voli g7 =0.

b) k intervalovému odhadu koeficientd S, :
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Pl MSt,k,{(oz) l=1-«.
SAlV

ii

Odtud

Plbl. —t, (a)qlszvﬁ <B.<b +t,, (a)qlszviiJ

Véta 8
¥

Jestlize ,é =0, potom nahodna veli¢ina ——
S, (n—k)

ma rozdéleni Fy p.k.

Tato véta se pouziva v regresni analyze k testovani modelu.

Piiklad 1

Sledujeme zévislost spotieby elektrické energie (y) na délce elektrického vedeni (x;) a odbéru
energie (X3). Ma se najit regresni funkce ve tvaru y =p +b,x, +byx, a provést predikci pro
X1:1.8, Xy = 43 a X1 = 19, X2 = 4.4,

X2 X3 Y

12 36 32
13 37 33
13 38 34
1.4 38 35
1.4 3.9 36
1,5 3.9 36
1,5 4 37
1.6 4 38
1.6 41 39
17 42 4

Reseni:
Z tabulky ziskame potiebné matice X a Y

(1 1,2 3,6] (3,27
1 13 37 33
1 13 38 3.4
1 14 38 35
Y 1 1,4 39 - 3,6
1 1,5 39 3,6
1 1,5 4 3,7
1 1,6 4 3.8
1 L6 41 3,9
11,7 42 | 4
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Jelikoz v regresni funkci je absolutni ¢len, je x; = 1 a matice X doplnéna o prvni sloupec
jednicek. Proto také x-ové hodnoty v tabulce jsou oznaceny x; a X3.

Vztah (12) vytvoiime postupné:

1,2 3,6]
1,3 3,7
1,3 38
11111111111’23’21014,539
X" x={12 13 13 14 1,4 15 15 1,6 16 17| 1’5 3’9 =14,5 21,25 568

T 39 568 1524

36 3,7 38 38 39 39 4 4 41 42
L5 4

L6 4
L6 41
1,7 42]

I T e S e ST e

2452 108 —103
(x7-x)" =] 108 60 50

-103 -50 45

3]

33

34

35
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 16 36
X'y=[12 13 13 14 14 15 15 16 16 17| 3’6 =| 5256
36 37 38 38 39 39 4 4 41 42 3’7 14082

38

39

_4_

Nyni mizeme podle (12) vypocitat:
245,2 108 -103 36 -0,78 b,

b=(x"-x)"-x".¥y=| 108 60 —50|| 5256 |=| 0,60 |=|b,
-103 -50 —45||140,82 0,90 b,
Hledana regresni funkce ma tedy rovnici ¥ = —0,78+0,60x, +0,90x;..

Vypocet teoretickych hodnot

Teoretické hodnoty v y,, .7 lze vypocitat dosazenim za x, a X3 z prvého, druhého, ...,
n-tého fadku matice X do regresni funkce, napf.

1?1 =-0,78+0,60-1,2+0,90-3,6 =3,18
}}2 =-0,78+0,60-1,3+0,90-3,7=3,33

);10 = —0,78 + 0,60 . 1’7 + ()’9() . 4’2 — 4)02
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Tyto hodnoty Ize ziskat rychleji a vSechny najednou takto

1,2
13
13
1,4
1,4
1,5
1,5
1,6
1,6
1,7

~
Il
S
Il
— — — — — — — — — —

Vypocet rezidualnich odchylek

Odedtenim vektorti Y a ¥ ziskame vektor empirickych rezidualnich odchylek e :

33
3,4
35
3,6
3,6
3,7
3,9
39
4

!
Il
~

I
~>
Il

Rozptyl odhadu regresnich koeficientu

307

3,6
3,7
3,8
3,8
3,9
39|
4
4
4]

2

4,2 |

3,33
3,42
3,48
3,57
3,63
3,72
3,78
3,87

-0,78

(3,18 ]

3,33
3,42
3,48
3,57
3,63
3,72
3,78
3,87

0,02 ]
-0,03
-0,02
0,02
0,03
-0,03
0,02
0,02
0,03

14,02 |

|- 0,02 ]

(3,18 ]

14,02 |

> =<

8]

= .

0]

Protoze pii vypoctu regresnich koeficientii se jedna o odhady, je tcelné také nalézt rozptyly

téchto odhadt. Ziskame je jako prvky hlavni diagonaly matice:

var(h) = s> -(XT -X)f

kde

e = vektor rezidudlnich odchylek

1
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"= vektor transponovany k é

e
n = pocet bodl
k = pocet parametrii

V naSem ptipadé

0,02
-0,03
-0,02

0,02

. 0,03

é".e=[002 -0,03 -002 002 0,03 003 —-0,02 0,02 003 —0,02] —oa3l” 0,006
-0,02

0,02
0,03
| -0,02 |

;¢ _0006
n—k 10-3

=0,0008571

2452 108 -103] [0,2102 0,0926 —0,0883
var(b) = s> - (X7 X)" =0,0008571-| 108 60 —50 [=|0,0926 00514 —0,0429
~103 —-50 45 0,0883 —0,0429  0,0386

D(b;) = 0,2102 = s(b;) = 0,4584

Podobné:
D(b;) =0,0514 = s(by) = 0,2267
D(b3) = 0,0386 = s(b3) = 0,1965

Po nalezeni rovnice regresni funkce a rozptylu odhadl regresnich koeficientii piSeme obvykle
vysledné feSeni tak, ze pod regresni koeficienty uvadime piislusné smérodatné odchylky.
V nasem piipadé mame:

Y =-0,78 + 0,60 x, + 0,90 x,
(0,4584) (0,2267) (0,1965)

Pti vypoctu regresnich koeficientli by, bs, ...,bx se stava, ze mezi koeficienty jsou az fadové
rozdily, napt. b; = 200 a b, = 0,02. V takovych ptipadech stojime pted problémem, zda ma
smysl zaradit napt. zde b, do regresni funkce. K objektivnimu posouzeni vyznamnosti
regresnich koeficientl lze pouzit nasledujici test.

Test vyznamnosti regresnich koeficienti
1) Nulova a alternativni hypotéza

H()I Bi:O
H;: Biio
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2) Testovaci kritérium

(15)
kde b; je odhad parametru 3,
s(bi) je smérodatna odchylka odhadu tohoto parametru.

3) Kritickd hodnota t, k(c)
4) Porovname T a t,x(a )
Je-lil T|> toud(@), zamitame Ho a pfijmeme alternativni hypotézu H,, podle které

vypocitany koeficient je mozné povazovat za rizny od nuly a je proto diivod pro
jeho zatazeni do regresni funkce.

Zde mame
nob L 080
s(b,)  4/0,0514
r=-b _4s3
S(b3)

tox(at) = t103 (0,1) = 1,895

Protoze T, > 1,895 a také Ts > 1,895, zatadime oba koeficienty do regresni funkce.

Jak bylo teceno, vychozim ptfedpokladem pro nalezeni odhadu b =(b1,...,bk) koeficientl
B=(p.... B,) j€ znalost matic X a Y, coz znamena znalost bodu (Xi1,Xi,...,Xik, Yi). Praktik,

stojici pfed tlohou formulovanou v tivodu této kapitoly, v§ak musi tyto hodnoty ziskat. V této
souvislosti musi rozhodnout, jak volit hodnoty (Xi,Xi,....Xik) @ kolik bodi je potfeba pro
seriozni odhad regresnich koeficienti.

Uvazime-li, ze jak volba bodl xj, tak jejich pocet maji rozhodujici vyznam pro kvalitu
odhadu, jsou obé otazky klicové. Dalsi zpracovani téchto tdaji je uz rutinni zélezitosti.
Uvedenou problematikou se zabyva planovani experimentu.

Intervaly spolehlivosti
Pro parametry fi, ..., Pk, hleddme intervaly, ve kterych lze ocekavat tyto parametry
s pravdépodobnosti 1-a; vypocitame je pomoci vztahu:

(b, =t (@)-s(b),b, +1, () 5(b))
(16)

kde:
b; = odhad parametru B;
s(bi) = smerodatnd odchylka odhadu
ta-k(ar) = kritickd hodnota Studentova rozdéleni
n = pocet bodl
k = pocet parametri
a = hladina vyznamnosti
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Pfi hladin€ vyznamnosti o je stupen spolehlivosti 1- a. S touto pravdépodobnosti se nachazi
neznadmy parametr f3; v intervalu (16).

Napt. pro by a a. = 0,05

(0,60 — 2,365.0,2267; 0,60 + 2,365.0,2267)
(17)

Test modelu (ANOVA)

Timto testem se provéfuje, je-li mozné vyjadiit Y jako linedrni kombinaci vybranych
proménnych. Zamitnuti H, znamend, Zze aspon jedna z proménnych pfispiva vyznamné
v modelovani Y.

resp. ve tvaru

2. Testovaci kriterium

S, /(k—-1) noo
T="t—— S =>(-Y)
sen S T2dD
3. Kritickad hodnota
kal,nfk(a)

4.Je-i T > Fi i (o), zamita se H,.

Zde
T 0,594/3-1)
0,006/(10-3)

346,5

F3.1,103(0,05) = 4,73

Protoze T piekrocilo kritickou hodnotu, zamit4 se H, coz znamena, Ze alespon jedno i je
nenulové, Y 1ze modelovat pomoci pfislusné proménné x; a model se povazuje za vyhovujici.

Predikce

Jednim z hlavnich poslani regresnich modeli je odhad ocekévaného vystupu Y; pro zvolené
vstupy X; , tedy predikce Y.

Napt. predikce v bod¢€ X, = (1, X1,0, X20) = (1, 1.8, 4.3) se vypocita

Y, =Y(X,) =Y(1,x,,x,,) =-0,78 + 0,60x, +0,90x, = —0,78 + 0,60.1,8 +0,90.4,3 = 4,17

162



SIRSI SOUVISLOSTI PLANOVANI EXPERIMENTU

Maticové
-0,78
Y, =(1,1.8,4.3) 0,60 |=4,17
0,90
Predikce pro dva body
Das a3\ Y raany (7
)’}0 _ ’ ) 0,60 _ ) _ ,\1’0
1 19 44 4,32 o
0,90 ’
Obecné

Rozptyl predikce (pro dva body)

% (xx)" X =
n—k

N , SZ(YI,O)
varY, = X var(b) X, = X,

s’ (Yz,o )]
Intervalovy odhad predikce

Predikované vystupy jsou bodovym odhadem. Je mozny také intervalovy odhad stfednich
hodnot £ (?1,0 ), E (}?2,0) . K jejich vypoctu je potieba mj. také rozptyl predikce.

Napt.

245,2 108 -103)( 1
(1,1.8,4.3) 108 60 -50 |/ 1,8 |=5,5711.10""
-103 =50 45 )43

0,006
10-3

s*(Y,) =

s(Y,) = 0,023603

E(Y, ) e<¥y—t, (a)s(T )Y, +1, ,(@)s(¥,,) >
E(fl’o) e<4,17-2,365.0,023603:4,17 + 2,365.0,023603 >=< 4.12,4.23 >

t,0_4(0,05) = 2,365 ( Excel).
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Piiklad 1 — pokracovani
Ma se predikovat Y se Statgraphics prox; =1.8,x, =43 ax;=1.9,x, =44

Reseni:
- zapsat do dalSich radkt (= tadky 11 a 12) tyto proménné (Y chybi),
- najit model (pocita jen s tplnymi fadky 1 az 10),
- ikona : Tabular Options/Reports: vysledky jsou na obrazovce:

Regression Results for Y

Fitted Stnd. Error Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL Lower 95,0% CL Upper 95,0% CL

Row Value for Forecast for Forecast for Forecast for Mean for Mean
11 4,17 0,037607 4,08107 4,25893 4,11419 4,22581

12 4,32 0,0414039 4,2221 4,4179 4,25077 4,38923

V tabulce jsou také v poslednich dvou sloupcich intervalové odhady E(Y).

Vlivné body

Podobn¢ jako u jednorozmérného souboru, také v regresni analyze se mohou vyskytovat
body, které se vyrazné li$i od ostatnich, zde konkrétn€ s extrémni y-onovou resp. x-ovou
soutfadnici. Souhrnné se nazyvaji vlivné body.

Jsou dv¢ cesty, jak se vyhnout problémim s vlivnymi body

1. Pouzit robustni metody, tj. metody, které nejsou ovlivnény vlivnymi body
2. Odhalit, vyhodnotit a odstranit vlivné body

To je mozné dvéma zplsoby:
a) testem

b) grafickymi metodami

Oba piistupy pouzivaji specialni matici H = X(X"X)'X" jejiz prvky na hlavni diagonale h;; se
urci pro i-ty fadek

hii = Xi(XTX)_IXiT

Xi je i-ty fadek v X.

i h;;

1 0,4
2 0,25
3 0,4
4 0,2
5 0,25
6 0,25
7 0,2

8 0,4
9 0,25
10 0,4

suma 3,0=k
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Velikost h;; zavisi
a) na planu
b) na modelu

Vlastnosti h;;
a) 0<h, <1

b) Zhn‘ =k
1
k = pocet parametra

h;; (laverage): ukazuje velikost vlivu Y, na fl ; protoZe X h;; =k, je primér prvkil na hlavni
diagonale X h;; / n = k/n; pfesdhnuti dvojnasobku priméru, tj. 2k/n (k je pocet parametrl) se
povazuje za vyznamné.

Je tedy primérné h;; = pocet parametrli / pocet pokusii

Pro identifikaci vlivnych bodt jsou déle potfebna rizné¢ modifikovana rezidua e;

a) normovana (téz standardizovand) rezidua ei/c: ma ptiblizné 0 =1, proto ma byt v int.
(-3,3). Za o se dosadi odhad s.

Pozn.: 6 je smérodatna odchylka teoretickych rezidui €; ; u e; je pon€kud jind — viz bod c)
b) studentizovana rezidua r;: (Internally Studentized Residua)

e e

T Ne) ofi-h)

r; ma byt v intervalu (-3,3).
Pozn.: s(e;) se vypocita takto:

e=Y-Y=Y-Xb=Y-X.(XX)'XY=Y-HY=(I-H)Y
var(e)=(I —H)varY(I - H) =(I - H)c’I

protoze (I-H) je symetricka a idempotentni.
Potom D(e;) = (1—h,)o” takze s(e,) =o1—h;.

Jestlize se vynecha i-ty pokus (fadek matice X) nazyvame r;
Externally Studentized Residua:

. e
rt =

B S_ivf (11_ hii)
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c) Cookova vzdalenost D;: ma byt mensi nez 1 proto, ze F, ,.5(0,5)~ 1

h.,

113

2
pi="1
p (l_hii)

d) predikovana rezidua e , PRESS (prediction error sum of squares)
Vynechame v matici Y ( a také X) i-ty fadek, 1 = 1,2,...,n a vypocitame Y.

Potom ep = Y - Y(,-)

Napi.: ¢, =Y, Y, kde ¥,

Charakteristika PRESS pro posouzeni vlivnych boda

bylo pocitano bez bodu (x; Y))

ii

2
PM%:Z%:Z&i]

Je-1i v datech vlivny bod, projevi se to velkou odchylkou €; a e a tedy velkou hodnotou
PRESS.

Velkému h;; odpovida 1 velka hodnota PRESS.

PRESS se pouziva k predikované korelaci

Z efi)
_,_PRESS
SY SY

R}2>RED =1-

Jako ukéazku zminovanych robustnich metod uvedeme vypocet regresnich koeficientii pro
piimku.

Piiklad 2 (robustni odhad piimky)
Zvolime nékolik bodii na ptimce Y =a+b.x,kdea=0ab=2:

x |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y ]2(200) | 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Postupné hledejte koeficienty regresni ptimky pro zadané hodnoty a pro iumysIné chybny udaj
Y =200 (modfe) a to klasicky a robustni metodou odhadu. Vysledky porovnejte. Vzhledem
k tomu, Ze rovnice hledané pfimky je zndma, je mozné ihned posoudit spravnost vypocta.

Reseni:

a) MNC budeme nyni k témto bod&im hledat a,b a ovétime, je-lia =0, b = 2:

166



SIRSI SOUVISLOSTI PLANOVANI EXPERIMENTU

11
1 2
1 3
1 4
T(111111111115[1055J
X'x = =
123456789101 6| \55 385
1 7
1 8
1 9
1 10

det(X"X) = 3850-3025 = 825

o N B~

Cova 1 (385 —55 v (111111111 1)10]| (110
(X" x)" =— . (x7r)= =
8251—-55 10 1 23456 7289 10)12] (770
14
16

18
20

b 1 (385 =55)110) (0
- 825(-55 10 \770) (2
b) Zmétme Y, = 2.00 na chybny udaj Y, = 200. MNC (Statgraphics) nyni nalezne
a=792,b=-838

¢) Robustni odhad koeficientl ze sprdavnych dat bude:

Kvartily X5 =3,X50=95,5aX75=8;y25=6,ys50=11 ayys =16. Koeﬁcienty

p=dndas 1676 5k, =11-255=0
K75 = Xos 8§-3

Pro spravni data vychazi tedy shodné s pfedchozim vypoctem.

¢) robustni odhad z chybnych dat:
nové usporadani Y pro vypocet kvartili:

|4 I E (10 J12 14 J16 18 J20 [200 |
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Kvartily: X25=3,X50=5,5aXx7;5=8; Y25 = 8, Y50 = 13 a Y75 = 18.

Koeficienty

b= (Y75 — YQs)/(X75-X25) = (18-8) / (8-3) = 2, a=Ys50— b.X50 :13-2.5,5 =2

Robustni vypocet je podstatné méné ovlivnén chybnym udajem nez v ptipadé¢ b).

Na zavér této kapitoly uvadime prehled nejduilezitéjsich vzorct regresni analyzy.

10.

11.

PREHLED VZORCU PRO REGRESNI ANALYZU

_ -1
b=(xTx| xTy

Y=X-b

b.
Tl = . Ntnfk
S(bi )
SY
k-1
T= Se NFk—l,n—k
n-k
Y, =X,b

=X (x"x)" X"

H
H, =%, (X"X)'%,"

1

Vzorce, uvedené v prehledu, je mozné pouzit jen jsou-li splnény piedpoklady regresni
analyzy z kapitoly 1.1.2.
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V této souvislosti se fesi cela fada ptirozenych otazek, zejména

a) jak lze ovéfit splnéni uvedenych predpokladi
b) jak postupovat v regresni analyze, nejsou-li splnény
¢) co zpusobi pouziti vzorct 1-11 pti nesplnéni pfedpoklada

Teémito otazkami se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

11.1.4 Testovani predpokladu regresni analyzy

Piedpoklady o reziduich jsou vysloveny pro feoretickd rezidua ¢,, ktera jsou vSak
nedostupnd. Je tedy potieba ovétit alespon vlastnosti empirickych rezidui e;. Ta vSak ziskdme

az po nalezeni regresni funkce, takze vzorec pro nalezeni vektoru b je nutné pouzit diive, nez
budou predpoklady ovéieny. Teprve potom se overi. Jsou-li splnény, nalezena regresni funkce
se ponecha, nejsou-li splnény, je nutné bud’ upravit data tak, aby byl problém odstranén, nebo
pouzit jiné postupy, které jsou schopné problém piekonat bez upravy dat.

Vrat'te se ke kapitole 11.1.2, pfipomeiite si piedpoklady a v dal$im textu se zamyslete nad
zpusobem jejich ovéfeni.

Ptredpoklad €. 1 se ovéti snadno: je-li soucet rezidui roven nule, je také jejich primér roven

nule a podminka je splnéna.

Nesplnéni predpokladu €. 2 se nazyva heteroskedasticita. Nesplnéni znamena, ze
D(g) = o nebo jinak, D(gj) # o’

Nasledky heteroskedasticity:
odhad je nestranny a konzistentni, ale neni eficientni.

Testovani rezidui na heteroskedasticitu se provadi mnoha zptsoby a existuje také graficky
projev heteroskedasticity.

Test 1 (parovy koeficient korelace)

Nulova hypotéza
Ho: p (e, ) =0
Hi:p (e, t)#0

Testovacim kriteriem je koeficient korelace mezi absolutni hodnotou rezidui a ¢asem méfeni:

r(le], t) .

Jeho vyznamnost je potieba také otestovat pomoci kriteria

. H.\/n—2
V=72
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(18)

s kritickou hodnotou t, ,(a)

Zavér celého testu heteroskedasticity: je-li t<t,_»(a) je korelace nevyznamna a Hy plati.
Heteroskedasticita se tedy nepotvrdila.

Priklad 3 (Statg, data Nowak):
a) Naleznéte regresni funkci y =a + b.x a rezidua
b) Znazornéte v grafu body [t, abs(ey) ]
c) Vypocitejte r(|e|, t) a otestujte vyznamnost r

Reseni: Y =36,8+0,34
Rezidua a jejich absolutni hodnoty jsou v tabulce. Je vidét nartst rezidui v Case.

t Yt X¢ e ABS(e)
1 43 21 -0,93 0,93
2 43 22 -1,27 1,27
3 44 25 -1,29 1,29
4 43 23 -1,06 1,06
5 48 27 2,02 2,02
6 46 32 -1,68 1,68
7 49 30 2,00 2,00
8 47 37 -2,39 2,39
9 48 38 -1,73 1,73
10 52 32 4,32 4,32
11 47 39 -3,07 3,07
12 54 34 5,64 5,64

Jak se projevuje heteroskedasticita v grafu rezidui:

Osa x: Cas t; osa y: absolutni hodnoty rezidudlnich odchylek
Excel: ikona/XYbodovy/¢.1/Dokon¢it
Data: modré¢ sloupce tabulky.

w
4

N
L 4
4

4
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r(lel, t) = 0,83
Excel: Nastroje/Analyza dat/Korelace

Test korelacniho koeficientu (neni v Excelu):

,_ 0834122
J1-0,83

= 4,71

t12-2(0,05) = 2,228139 (Excel: fx/Statistické/TINV]
t > t10 (0,05) = Hy se zamita, tj. rozptyl neni konstantni

Je-li y z&vislé na vice proménnych, tj. y = f(X1,X2,...,Xk), nezjisti se timto testem, ktera
proménna je zdrojem heteroskedasticity. To umozni test GQ.

Test 2 (Goldfeld-Quandt, GQ)

Zakladni kroky testu

Vynechat p prostfednich hodnot (je-li n = 30, je doporucend volba p =8 =
p = (n/30).8); p upravit tak, aby ob¢ ¢asti byly stejné.

Nalézt regresni funkci pro 1. a 2. &ast, rezidua u obou funkci, stanovit Ze,” (= soucet rezidui
1. poloviny), Ze,* (= souéet rezidui 2. poloviny)

3. Testovaci kriterium
2
T Z €,
- 2
Z €

4. Kiritickd hodnota Fg g (o), kde G=(n—p—2k)/2

k = pocet parametra v regresni funkci
p = pocet vynechanych hodnot

5. T>Fgg (o) =>zamitd se Hy (Ho: rozptyl je konstantni)
Vyhodou testu G-Q je, Ze odhali, kterd proménna je zdrojem heteroskedasticity.

Piiklad 4

Provedte test G-Q pro data z prikladu 3.
Reseni:

Pro test G-Q se data uspotéadaji podle x:
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zadani usporadat dle x vynechat p =4

y X y X y X

43 21 43 21 43 21
43 22 43 22 43 22
44 25 43 23 43 23
43 23 44 25 44 25
48 27 48 27

46 32 49 30

49 30 46 32

47 37 52 32

48 38 54 34 54 34
52 32 47 37 47 37
47 39 48 38 48 38
54 34 47 39 47 39

Hlavni kroky testu:
a) najit 2 regresni funkce a ptislusné soucty Etverci rezidui:

4

Del =0,17; iej =5,42
9

1
b) vypocitat testovaci kriterium T = 5,42 /0,17 = 31,88;

¢) kriticka hodnota* F, ,(0,05) =19 (v Excelu: f,/Statistick¢/FINV)

d) zavér testu: T = 31,88 > 19; jedna se o heteroskedasticitu
Priklad 5 (data Koutsoyianis)

Pro dany soubor proved'te test G-Q podle vzoru v priklad¢ 4).
Regresni funkce ma tvar S = a + bx.

S X S(pokracd.) X
90 9954 1578 24127
131 10508 1654 25604
122 10979 1400 26500
107 11912 1829 27670
406 12747 2200 28300
503 13499 2017 27430
431 14269 2105 29560
588 15522 1600 28150
898 16730 2250 32100
950 17663 2420 32500
779 18575 2570 35250
819 19635 1720 33500
1222 21163 1900 36000
1702 22880 2100 36200

2300 38200

172




SIRSI SOUVISLOSTI PLANOVANI EXPERIMENTU

Odstranéni heteroskedasticity

a) Predpokladame-li, Ze D(g;) = c.xi’, je potieba najit proménnou x; zpisobujici
hetereskedasticitu.

Napt. je-li Y= Bixit BoXoe + ... + PiXie + & a D(g) = c.xzf, t=1,2,...,n

Pak uprava rovnice (dat) bude

Y X X X €

[ - 1t 3t kt t
_t B1_+B2+B3_+"'+Bk_+_
'(2[ '(2[ 2t '(2t XZt

Tato uprava vede k odstranéni heteroskedasticity, nebot’

D(S—t] =L pe,)=c

X Xy,

Priklad 6 (data Nowak; Excel)
Odstrante heteroskedasticitu v ptikladé 3.

Resent:
Excel: nejprve data setadit podle x, poté upravit

odstranéni H

y/x 1/x
2,04761905 0,047619
1,95454545 0,045455
1,86956522 0,043478

1,76 0,04
1,77777778 0,037037
1,63333333 0,033333
1,4375 0,03125
1,625 0,03125
1,58823529 0,029412
1,27027027 0,027027
1,26315789 0,026316
1,20512821 0,025641

Vypocet koeficientd pro upravend data

Y/x=0,42 + 1/x 34,38 /.x

Odtud

Y =0,42x + 34,38

Pro srovnani regresni funkce pro pivodni data ma rovnici
Y=0,34x + 36,7
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Nesplnéni pfedpokladu €. 3 se nazyva autokorelace.

V ptipad¢€ autokorelace je cov(e, 1) #0

Autokorelace se projevi v grafu rezidui jejich systematickym pribéhem v Case.
Naopak neni-li autokorelace v reziduich, kolisaji ndhodné hodnoty rezidui kolem hodnoty 0.

Pri¢iny autokorelace mohou byt riizné, napr.

a) Povaha dat: napt. u casovych fad s trendem vykazuji trend také rezidua
b) Vynechani proménné v modelu
c) Existence endogenni zpozdéné proménné na misté regresoru

d) Upravou dat
e) Chybna volba typu regresni funkce

Nasledky autokorelace jsou stejné jako u heteroskedasticity:

Odhad je nestranny a konzistentni, ale neni eficientni.

Autokorelaci 1ze odhalit testem Durbin-Watson.
Test Durbin-Watson

1.  Ho:cov(e, &-1)=0 (tj. p=0)
2a. r=r(e,e-—_1)

2b.

3. Kriticka hodnota z tabulek: d;, dy
4. Je-li d <dp = Hy se zamita
d > dy = Hj se piijima

di <d < dy nelze timto testem rozhodnout.

Za testovaci kritérium pak pouzijeme

‘rl‘.\/n—l—2
¢= \/ﬁ ~tao1o2
1

Pro r; < 0 bereme misto d testovaci kritérium: d’ =4 —d
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Priklad 7
Na zédklad€ uvedenych tdajt proved’te diskusi o autokorelaci rezidui.
rn=-0417;d=2,61;n=20,a=0,05;d.=1,2,dy=1,41.

Reseni:

Protoze r; <0, bereme d’ =4 -d=1,39

Jelikoz 1,2 <d’ < 1,41 , nelze pomoci d” rozhodnout.

Pouzijeme proto hodnotu r. Testem ovéfime vyznamnost
rj—Q4W%D0—1—2

1-(~0,417)

=1,89;

tho-1-2 (0,05) = 2,1 = Hy se pf'l]imé, tj. pP= 0.

Uprava testovaciho kriteria DW na tvar, umozitujici jeho snadny odhad

n n

n n n
Z (et € )2 Z (etz B 2etet—1 + etz—l) Z etz B 22 €€+ Z etz—l
_ 2 2 2
- n

d:2 :2

n n
2 2 2
2. 2.€ 2.

1 1

Pozn.:

Odstranéni autokorelace

M¢jme regresni funkci

Y= B Xi¢ + Paxor + ...+ PiXue T &
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V ptipad¢ autokorelace se predpoklada, ze ®
e =p.&-1ta (a; ... nekorelované s a;_ )
Rovnici (a) napiSeme pro Cas (t-1) a vynasobime p :

Yo 1= B Xier T Boxoe 1+ BiXie-1 F e /p o

Od rovnice (a) odecteme rovnici (b)
Yi-p. Yo 1 =Bi(Xie - pXig-1) + Pa(Xat - pXog—1) + ... T (& - p-&i_1)
t=2,3,...,n
Posledni Clen je rezidualni odchylka: (&; - p.&i—1) = a;
a; je podle ptedpokladu nekorelovanésa ;.

Za p je zjednodusen¢ mozno zvolit p = 1, takze Gprava dat bude spocivat jen ve vypoctu
diferenci.
Pti vypoctu mame k dispozici misto teoretické hodnoty p jeji odhad r.

Uprava dat tedy bude:
Y, =Y, Y x, . - d
, =Y, = nRY Xy =X — Xy, Xy = X — X, atd.

ve vSech sloupcich.
V prvém tadku, kde nelze provést predchozi Gipravu, je transformace dat néasledujici:

Y*lel\ll_rlz’xl*l X1 ’”1 9x12 X/ 1=

Priklad 8 (data Koutsoyiannis)

Sleduje se zavislost z = a + bx. Provéite rezidua na autokorelaci

a) nalezenim regresni funkce ve Statgraphics, jehoz soucasti je i kriterium DW
b) vypoctem testovaciho kriteria v Excelu (rezidua jsou dana)

Reseni:
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Statgraphics

Analysis of Variance
source sum of Squares  Df Mean Square  F-Ratio  P-value
vodet 5.26457E7 1  3,26457E7 102540 0.0000
Residual 573069,0 18 31837,2
Total (Corr) 5218867 19

Correlation Coefficient = 0,991337

R-squared = 98,2749 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 98,179 percent
Standard Error of Est. = 178,43

Mean absolute error = 128,84

Durbin-Watson statistic = 0,937394 (P=0,0018)
Lag 1 residual autocorrelation = 0,347367

z X [ I = e-€.; "2 e"2
3748 21777 122,1739 14884
4010 22418 | 204,9988 83 6889 42025
3711 22308 -63,2535 -268 71824 3969
4004 23319 -52,8526 10 100 2809
4151 24180 -146,523 -94 8836 21609
4569 24893 72,17611 219 47961 5184
4582 25310 -31,3855 -103 10609 961
4697 25799 -53,0729 -22 484 2809
4753 25886 -21,3916 32 1024 441
5062 26868 13,11555 34 1156 169
5669 28134 | 266,2377 253 64009 70756
5628 29091 -42,2671 -308 94864 1764
5736 29450 -34,6163 7 49 1225
5946 30705 -175,419 -140 19600 30625
6501 32372 -86,3864 89 7921 7396
6549 33152 -256,415 -170 28900 65536
6705 33764 -271,484 -15 225 73441
7104 34411 -53,3365 218 47524 2809
7609 35429 167,1077 220 48400 27889
8100 36200 | 442,5944 276 76176 196249

536551 572550
dw 0,937125

Priklad 9 (data Alonso)
Sleduje se zavislost y = a + bx. Provéite rezidua na autokorelaci

a) nalezenim regresni funkce ve Statgraphics, jehoz soucasti je i kriterium DW
b) vypoctem testovaciho kriteria v Excelu (rezidua jsou dana)
Reseni:
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Statgraphics

Analysis of Variance
source Sun of Squares D Mean Square  F-Ratio  P-Value
vodet 871000 1 8,71009  1017,17 0,000
Residual 0,128592 15 0,0085728
Total (Corr) e.8a358 16

Correlation Coefficient = 0,992707

R-squared = 98,5468 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 98,4499 percent
Standard Error of Est. = 0,0925894

Mean absolute error = 0,0773324

Durbin-Watson statistic = 0,634431 (P=0,0001)
Lag 1 residual autocorrelation = 0,57101

Excel
y X e (e-e.1)"2 e"2
6,656 6,557 0,115862 0,013424
6,692 6,599 0,053194| 0,003927 0,00283
6,667 6,643 -0,07517| 0,016478| 0,005651

6,709 6,624 0,011464| 0,007506] 0,000131
6,825 6,647 0,073432|  0,00384] 0,005392
7,091 6,759 0,076319] 8,34E-06| 0,005825

7,183 6,848 -0,04076] 0,013708]  0,001662
7,306 6,932 -0,1151] 0,005526] 0,013247
7,518 6,992 -0,04405| 0,005048  0,00194
7,666 7,061 -0,05815| 0,000199  0,003381
7,762 7,139 -0,14539 0,007611] 0,021137
7,896 7,180 -0,1077]  0,00142]  0,0116
8,077 7,236 -0,05826] 0,002445|  0,003394
8,294 7,309 -0,01275| 0,002071  0,000163

8,507 7367 | 0063993 0,00589 0,004095
8,688 7412 | 0,139278 0,005668 0,019398
8,844 7,485 | 0,123784] 0,00024] 0,015322
0,081583 | 0,128592
DW | 0,634431

Pro zjednoduseni transformace dat se voli r = 1, takze se pocitaji jen diference.

-----

y(-1), tj. zpozdéna endogenni promeénna. Pfi kontrole autokorelace upravenych dat (na pravé
strané je zpozdéna proménnd) se musi provést misto DW test Durbin

Dw n
h=0-= )\/1—n.s2(b,.)

2 . . T .
57(b;) je rozptyl koeficientu endogenni zpozdéné proménné
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Priklad 10 (Statg.; data Nowak )
Proved’te tpravu dat vedouci k odstranéni autokorelace; je dano r; = - 0,403

Pozn.Ve Stagtgraphics :
Lag 1 residual autocorrelation = -0,418766

Resent:
Pivodni data (x,y), upravena data (y*, x*)

Upravena data Data
y* X* y X
15,47 33,4 16,9 36,5
26,71 53,81 19,9 39,1
27,42 59,86 19,4 44,1
27,72 63,27 19,9 45,5
26,52 67,34 18,5 49
27,56 76,15 20,1 56,4
29,3 89,13 21,2 66,4
30,44 107,16 21,9 80,9
33,03 125,92 24,2 93,4
33,75 147,14 24 109,5
32,87 167,73 23,2 123,6
35,85 181,41 26,5 131,6
35,78 202,92 25,1 149,1
39,72 217,69 29,6 157,6
43,63 237,11 31,7 173,6
41,08 251,87 28,3 181,9
42,7 266,61 31,3 193,3
41,51 267,48 28,9 189
44,15 266,47 32,5 190,3
40,1 265,59 27 188.,9

Ptedpoklad €. 4 o normalité rezidui 1ze provétit pohodIné grafickymi metodami, naptiklad
v normalnim pravdépodobnostnim grafu.
Tak napf. pro data (x,y) v tabulce byla nalezena regresni piimka a rezidudlni odchylky:

y X e
6,656 6,557 0,115862
6,692 6,599 0,053194
6,667 6,043 -0,07517
6,709 6,024 0,011464
6,825 6,647 0,073432
7,091 6,759 0,076319
7,183 6,848 -0,04076
7,306 6,932 -0,1151
7,518 6,992 -0,04405
7,666 7,061 -0,05815
7,762 7,139 -0,14539
7,896 7,180 -0,1077
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8,077 7,236 -0,05826
8,294 7,309 -0,01275
8,507 7,367 0,063993
8,688 7,412 0,139278
8,844 7,485 0,123784

PtisluSny normalni pravdépodobnostni graf

Normal Probability Plot

999 L e e e e NI A e e e e

N O @ ©
o O O

o

percentage
6}

1V A
0,1Tuuxuquuxuuxuux““f
-0,19,40,0500,09,10,15
e

Pokud body ,,dobfe ptiléhaji“ k pfimce, maji data N rozdéleni.

Predpoklad €. 5 o tom, Ze matice X je nenahodna, tedy ze data v ni uloZena nejsou zatizena
nahodnymi chybami, se neprovéiuje.

Ptedpoklad €. 6 o linearni nezavislosti sloupcti v matici X je velmi zadvazny a mél by se
testovat vzdy. Nesplnéni ptedpokladu €. 6 se nazyva multikolinearita.

Rozlisuje se:

a) multikolinearita piesnd: jedna exogenni proménna je piesné linearni kombinaci ostatnich.

Pak X'X je singularni = detekce je snadna: vypoéet neprobshne

b) multikolinearita zdanliva: jedna exogenni proménna je piibliZné linearni kombinaci
ostatnich

Diusledek: extrémné velky rozptyl odhadu f;

180




SIRSI SOUVISLOSTI PLANOVANI EXPERIMENTU

Jednou z moznosti odhaleni multikolinearity je pouziti testu modelu, ktery je dostupny vzdy.
Jeho zékladni verze ma tvar

. H, :p=6
H,:p#5
S J(k -
2. T=*X+— 2 (k=D
S, /(n—=k)
3. Fe (@)

4. JeliT>F,_,  (a),zamitase H,

Dosadime-li do tohoto testu za zavisle proménnou postupné argumenty Xi,Xz,...,Xx bude
testem provéreno, zda je mozné modelovat ptislusné x; pomoci zbyvajicich. Je-li to mozné,
pak je v matici multikolinearita.

Typickym projevem multikolinearity je, Ze pfi testu vyznamnosti koeficientt (H,: Bi = 0) plati

H, (= vSechny koeficienty jsou nulové) a soucasné v testu modelu H, neplati (H,: B =0 ).

Priklad 11 (projev multikolinearity) (data Alonso)

Sleduje se zavislost vydaji (Y) na pfijmech (x;) a usporach (x3).
Naleznéte regresni funkci, proved’te test koeficientl a test modelu a
vysledky porovnejte (projev multikolinearity).

Y |32 |11 |15 |17 |16 |13 |18 |20 |14 |17 |41 |17 |33 |20 |18

x2 (36 [12 |16 |18 |17 |14 |20 |23 |15 |18 |50 |19 (37 |22 |19

x3 |144 |47 [63 |70 |67 |52 [79 |90 |58 |70 (204 |76 |149 |86 |76

Uvazuje se regresni funkce: y = ; + Paxz + B3x3

Reseni:
Statgraphics
Standard T

Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 1,54174 0,82426 1,87045 0,0860
X2 1,40731 0,724192 1,94329 0,0758
x3 -0,145742 0,174853 -0,833515 0,4208

Analysis of Variance
Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 990,048 2 495,024 1044 ,85 00,0000
Residual 5,6853 12 0,473775
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Excel
ANOVA
Vyznamnost
Rozdil SS MS F F

Regrese 2 990,048 495,024 1044,851 3,46466E-14
Rezidua 12 5,685297 0,473775
Celkem 14 995,7333

Chyba st Hodnota Horni

Koeficienty hodnoty t stat P Dolni 95% 95%

Hranice 1,54174 0,82426 1,870453 0,086001 0,254168305 3,337649
Soubor X
1 1,407312 0,724192 1,943287 0,075809 -0,17056609 2,98519
Soubor X
2 -0,14574 0,174853 -0,83352 0,420836 -0,52671324 0,235229

S poznatkli uvedenych dosud o regresni analyze je patrné, Ze vypocet regresnich koeficientl
je rutinni zélezitost, avSak provede se az po sérii testl, které se tykaji zejména

a) predpokladi regresni analyzy
b) vysledki méteni Y;

c) regresnich koeficientt
d) regresniho modelu

11.1.5 Zobecnéna metoda nejmensich ¢tvercii (GLS)

Pti nesplnéni druhého resp. tretiho predpokladu regresni analyzy je mozné postupovat dvéma
zpisoby

a) odstranit heteroskedasticitu resp. autokorelaci postupem, uvedenym v kap. 11.1.4 a
potom pouzit metodu nejmensich ¢tverct (LS) z kap.11.1.1
b) neupravovat data, tj. ponechat je s problémem heteroskedasticity resp. autokorelace a
pouzit zobecnénou metodu nejmensich ¢tverca (GLS).
Zobecnéné metode nejmensich Ctverct je vénovana tato kapitola.
Klasicky model linearni regrese ma tvar

Y=X-B+&var(§) =61

Zobecneny model linearni regrese (Aitkeniiv) je vyjadien ve tvaru
Y:X-|ﬁ3+ﬁ,var(7é)=c2 ‘V vzl

V je pozitivné definitni matice, z ¢ehoZz plynou dale potfebné vlastnosti
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ay V'=P".P
by PVP" =1

Vynasobenim klasického modelu matici P a po vypoctu varianéni matice novych
(transformovanych) rezidui dostavame

P-Y=P-X-B+P-%
var(P-€) = P -var(g)- P"
var(P-§)=P-¢” - V-P' =06’ -1

Oznacime-li
P.Y=Y* PX=X* PE=€%*,

pak miizeme psat
Y#=X*B+E*

Pfi odhadu B v této rovnici je moZné postupovat dvéma zplsoby:
a) transformovat data (tj. vypocitat X*, Y*) a pouzit LS:

B=(X*" X% X*T YT
Zde je potieba matice P.

b) ponechat piivodni data a pouzit GLS, kterou ziskdme po dosazeni za X*,Y*
B=[ex" @0 -@EX)" - PY =X"V'X)" - X"V'Y =GLS;

Zde je potteba matice V.
V dalsim se soustiedime na sestaveni matice P resp. V. Matice V ma rizny tvar pro
heteroskedasticitu a pro autokorelaci.

ol 0 0
Pro heteroskedasticitu, kdy D (&) # o”, mame misto I matici V= 0 © . 0 . ;
0 0 oy

Potom inverzni matice k V a matice P zde budou
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[ i 1
Lz 0 0 =0 0
o, 0,
1 1
_ 0 — O 0O — 0
V ! = 022 5 P = 0-2
1
0 0 Lz . 0o 0 —
o, O3
Pro autokorelaci, kdy cov (&) # 0, mdme misto I matici
| %n O]
¢’ o6, O, ¢’ o’ L popy o L op p
O | Py L p |®@p, 1 p

Sa
V: = 02 o
S G5, Py P 1 p12 p, 1
o2

Inverzni matice k V a matice P zde budou

1 - 0 ..
p12 I-p; 0
V= 1 . —p; 1+py —p - po 1 —p 1 0
l_pl 0 _pl 1 l_pZ 0 -p, 1

Naptiklad pro matici Viys bude v piipadé heteroskedasticity po&itana matice V™' v t&chto
krocich:

1
V=p
2

p

E

02
p
1

O = 0

V[=1+p* +p* +p* —p* —p* =1-2-p7 +p* =(1-p’)’

Az 2012'912:0

Ay=1-p° Ay=p-p’
Ap=p-p’ Ayp=1-p Ap=p-p
A=p>-p*=0 Ayn=p-p Ay =1-p°
. 1-p° —(p—pS) 0 . | -p 0
V’1=( Sl p-p’) 1-p*  —-[p-p) =——|=p 1+p" —-p
I-p 0 _p_pz) 1—p? p 0 —p 1
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| 1-p> —p 0 | 1-p> 0 0
P".-P= - 0 1 —pl =| -p 1 0|=
=p"1 0 0 1|V 0 p
1-p>+p> —p O
=TT P I+p> —p|=V"
p 0 —p 1

Metoda GLS zdanlivé piekond problém heteroskedasticity resp. autokorelace bez potiebné
transformace dat, jak byla uvedena vkap.11.1.4. Porovname-li ovSem kroky GLS
s transformaci dat je ziejmé, Ze v GLS probéhne stejnd Uprava dat. Porovname nyni obé&

metody na piiklad¢.

Porovnani vysledku dat po upravé rovnice a po nasobeni matici P
- pro heteroskedasticitu

Necht D (&) = k.x5>

Nejprve uprava dat:

Y =px,+fx,+..+B,.x, / 1/xp,t=1,2,3,...n

Y X X
t t1 th
— =0 ——+6, 1+ + B, —
X2 X X2
Y. X X
1 _ 11 1k
t=1: —=pf -—+p,+..+0, - —
X1o X2 Xio
Y X X
2 21 2k
t=2:. —=pf-—+p,+.+[, —
X2 X9 X2
Y X X
no__ nl nk
t=1 =p, - + 6, +..+ B
an xn2 an
Vstupni data maji tvar
1| X1 | x2 Xk | Y
1 | X1 | X2 Xik | Yi
2 | X1 [ X2 xok | Y2
3 X31 | X32 X3k Y3
n Xnl | Xn2 Xnk Yn
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Cerveng¢ je oznaCen promeénna, jez je pri¢inou heteroskedasticity.

Nyni provedeme nasobeni matice X vektorem P:

1 0 0 0
X, - 4 | Xu X X3 X1
1 Xy Xp Xk X X X X
0 — 0 0 12 12 12 12
. X, Xa Xz o Xa Xn X» o Xx
X*=P-X= 0 0 1 0 | X Xooo Xa | T Xy Xy Xy X2
X ees ees .
N Xl X2 X3 Xk
1 _an Xn2 Xnk_
0 O 0 - _Xn2 Xn2 XnZ Xn2
L Xna
Oba zptsoby davaji tytéz vysledky.
- pro autokorelaci dostavame pro Y :
1-p2 0 0 0|1Y, Y, -4/1-p? Y,
Y*:PY: —-p 0 0 Y2 _ _p‘Y1+Y2 Yz*
0 -p 1 0| |Y; —p-Y,+Y; Y,

coz je totéz jako pti vypoctu diferenci.

Podobné X' = PX:

1_92 0 0%, X, X Xn\/l_p2 Xlz‘\/l_p2 Xls‘\ll_P2

*

X = —-p I 0| Xy Xy Xoz [S[=PX Xy —PXp+Xy  —PX3+Xos [
0 —p 1| [X5 X5 Xy TPXy Xy TPy T Xy TPy F Xy |
Pocinaje druhym fadkem jsou v matici X* v kazdém sloupci rozdily 2, 3, ... , n-t¢ho fadku

s p-nasobkem ptedchoziho. Z prvého tadku je nyni vidét, pro¢ byla v kapitole Odstranéni
autokorelace provedena tato Uiprava.

2 Shrnuti kapitoly 11.1

V této kapitole byly uvedeny zdkladni pojmy regresni analyzy, prezentovano osm

vvvvvv
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Ke vSem piredpokladiim jsou také uvedeny zplsoby jejich provéeieni, dasledky nesplnéni
predpokladii a zpasob upravy dat, ktery vede k odstranéni problému s nesplnénim

wevr

regresni analyzy.

9

W=

O XNk

15

21

33

Otazky ke kapitole 11.1

Napiste teoretickou a empirickou regresni funkci. V ¢em se 1i8i?

Jak se znaci empirické a teoretické rezidualni odchylky?

Znazornéte v obrazku empirickou hodnotu zavisle proménné, ptislusnou teoretickou
hodnotu a rezidualni odchylku.

Napiste soustavu regresnich rovnic v rozepsaném a maticovém tvaru

Napiste matici X

Vyjadiete MNC v rozepsaném tvaru a pomoci vektort

Napiste ptedpoklady regresni analyzy

Napiste predpoklady regresni analyzy v maticovém vyjadieni

Napiste a dokazte vétu 1 o vypoctu regresnich koeficientl b;.

. Napiste a dokazte vétu 2 o vlastnostech odhadu regresnich koeficienti
11.
12.
13.
14.

Napiste pomocné véty 3 — 6. K ¢emu slouzi?

Napiste a dokazte vétu 7. Které véty pouzijete k dikazu?
K ¢emu slouzi véta 7?7

Napiste vétu 8. K ¢emu slouzi?

. Jak provedete intervalovy odhad B;?
16.
17.
18.
19.
20.
. Jak se pocita i-ty fadek matice H?
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

Uved’te dva zplisoby vypoctu teoretickych hodnot. Jak se znaci teoretické hodnoty?
Napiste vSechny body testu regresnich koeficient

Napiste v maticovém tvaru vztah pro vypocet predikce.

Jak se pocita rozptyl predikce?

Jak se pocita matice H?

K ¢emu slouzi matice H?

Uved’te dv¢ vlastnosti prvku h;

Jak se pocitaji normovana a studentizovana rezidua?
Jak se pocita D(e;)? Dokazte.

Jak se pocita robustni odhad regresnich koeficientli v regresni piimce?
Co je heteroskedasticita?

Napiste vSechny body testu Goldfeld Quandt

Jak se pocita a upravuje p v testu Goldfeld Quandt?
Jak se pocita G v testu Goldfeld Quandt?

Jak se odhali heteroskedasticita pomoci r?

Jak se projevi heteroskedasticita v grafu rezidui?

. Co zpusobi heteroskedasticita?
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

Jak se odstrani heteroskedasticita?

Co je autokorelace, jak se projevi v grafu rezidui?

Napiste vSechny body testu Durbin Watson

Upravte testovaci kriterium testu DW na tvar DW = 2(1—r)
V jakych mezich se vyskytuje DW a proc?

Jakd hodnota DW je idealni?

Co zplsobuje autokorelace?
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41. Jak se odstrani autokorelace?

42. Napiste maticové klasicky a zobecnény regresni model
43. Proved’te odvozeni metody GLS

44. Ukazte, ze pro V=1 je GLS = LS

45. Naleznéte matici V™' a P pro heteroskedasticitu

46. Naleznéte matici V™' a P pro autokorelaci

11.2 Casové Fady

@ Cil kapitoly

a) vysvétlit zékladni pojmy teorie casovych

b) ukazat metody modelovani casovych fad klasickou metodikou a Box

- Jenkinsovou metodikou

LLIJ| Vyklad

Po nalezeni modelu, a po provedeni vySe uvedeny testd, jsou pak mozné jeho rizné aplikace.
Regresni modely se v ekonomickych aplikacich pouzivaji zejména proto, Ze umoziuji
predikci (extrapolaci) vyvoje sledovanych ukazatel. V technickych aplikacich slouzi ovsem
také pro potieby interpolace, regulace procest apod.

Pokud jde o predikci, je dalsi Casto pouzivanou cestou vyuziti Casovych fad. Jelikoz pfi
hledani modeld casovych fad je vyznamnou soucésti také regresni analyza, uvadime tuto
problematiku v ramci SirSich souvislosti DOE v této kapitole.

Casova fada (CR) je posloupnost hodnot uspoiadanych v ¢ase od nejstarsich k nejnovéjsim.
Znadise {y, },{x, } atd.

Graf CR:

Yt

U CR se zejména -
a) pocitaji charakteristiky CR
b) hleda model CR
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Jsou dv¢ zakladni strategie studia ¢asovych fad:

a) klasickd metodika
b) Box - Jenkinsova metodika
V obou se fesi vyse uvedené dvé tlohy, avSak zcela odliSnym pfistupem.

Casové Fady

Klasicka metodika Box Jenkinsova metodika
1. Charakteristiky 1. Charakteristiky
2. Model: y, =T+ C,+ S, + & 2. Modely: AR,MA,ARMA
Nalezeni trendové slozky je mozné Dalsi modely napt. ARIMA, SARIMA aj.
a) MNC
b) modifikaci MNC
¢) jinak neZ s pouzitim MNC
Nalezeni C, a S, : stejné

Studium ekonomickych aplikaci ¢asovych fad a regresni analyzy (RA) a to 1 za situace
nesplnéni predpokladi klasické regresni analyzy (modifikovana RA) je predmétem discipliny,
ktera se nazyva ekonometrie.

Ekonometrie

Casové fady Regresni analyza
(modifikovana)

Ta uziva ponckud jinou terminologii a symboliku pro proménné.
Mizeme fici, ze proménné v ekonometrii maji, ve srovnani s matematikou, tyto dvé odliSnosti

a) Opatiuji se Casovym indexem, tzn. sleduje se, z jakého pochazi ¢asu.
Napf. X, X¢-1, Y12

b) Jsou jinak pojmenované:
1. endogenni ( = zavisle proménnd): y; resp.yit hapft. yi, yar, ...
2. predeterminované ( = nezavisle proménna)

a) exogenni: Xj,Xit1,
b) endogenni zpoZdeéné yiy.1, Yit2, ...napt. yi i, Y22, atd.

11.2.1 Klasicka metodika analyzy ¢asovych rad

Charakteristiky ¢asové rady

Popisné charakteristiky

1. Primér CR 3 =

I |-
<

N
I
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Casova fada, ktera nevykazuje v ase trend, ale kolisa nahodné kolem své stfedni hodnoty, se
nazyva stacionarni podle stiedni hodnoty.
Charakteristika y ma smysl jen u stacionarnich CR.

v 1 &
2. Rozptyl CR si :—Z (y,—)_/)
ny-
(20)
Casova tada, kterd nevykazuje v Case trend rozptylu (zvétSovani nebo zmenSovani), se nazyva
stacionarni podle rozptylu.

Pfitomnost obou stacionarit v CR se posuzuje nejcastéji vizualng.

Dynamické charakteristiky

3. Absolutni ptiristek: Ay, =y, -y,

21)
4. Koeficient ristu:
K[ — yt
Vi
(22)
Naptiklad pro obecné udaje bude
Rok Yt AYt Kt
1985 Vi
1986 | y» Y2 = Vi Y2/ i
1987 | y3 Y3—y2 Y3/ ya
1988 | ya Y4—VY3 valys
1989 | ys Y5 —Ya ys/ya
Primérny koeficient ristu
1524\/&.&.3’_4.& 1/)/5
Yi Va2 Vs Vy Vi
(23)
Obecné
l; = n-1 y n
Y
(24)
Primérny absolutni piiristek
=y sy r -y syl _ys-w
4 4
(25)
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Obecné

(26)

Priklad 12
Pro dané udaje vypocitat primérny absolutni pfirastek a primérny koeficient ristu.

Rok téZba Ay K
Yt
1985 1286
1986 1363 77 1,059
1987 1393 30 1,022
1988 1495 102 1,073
1989 1571 76 1,051
1990 1610 39 1,025
Reseni:
— 1610-1286
A= —— =648 = za6 let rostla tézba praimé&rmé o 64,8

=

1610
=3 1286 1,045 = v primeéru rostla tézba o 4,5%

Modely ¢asové Fady

Modely slouZi zejména k predikei (prognoze, predpovedi) vyvoje sledovancho znaku y.
Pfi modelovani CR se u klasické metodiky analyzy fad vychazi z pfedpokladu, ze CR mize obsahovat 4 druhy
pohybu:

yi =T+ C+ S +g

T, = trend; jeho ur&eni je zésadni tkol v analyze CR

C, = cyklicka slozka = dlouhodobé pravidelné kolisani okolo trendu
(jeho sledovani vyzaduje dlouhou CR)

S; = sezonni slozka = kolisani s periodou mensi nez 1 rok

& = nahodné kolisani (tato slozka je vzdy)

Nasledujici piiklad ukazuje, jak se projevi v grafu CR nepfitomnost nékteré ze étyt slozek. Poznamenejme
ovsem, ze nadhodna slozky musi byt pfitomna vzdy, ma-li se jednat o CR.

Priklady prubéhu ¢asovych rad, kdyz chybi nektera slozka rozkladu y;:
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1. Yt:Tt+8t

2. Yt:Tt+St+8t

3. yi=k+ S;+ & (nema trend)

Yt

Yt

A
A 4
—
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4. yy=k+g

Yt

Nalezeni trendové slozky T; je uloha, kterd mize byt feSena fadou metod. Jednou z nich je
regresni analyza, ktera byla probirana v pifedchozi kapitole a nebude proto dale feSena.

Dal§i moznosti jsou specidlni postupy, znichz uvedeme tfi: logisticky trend, metodu
klouzavych priméri a metodu exponencialniho vyrovnani CR.

a) Logisticky trend

ok
Y v b b
@7

patii mezi tzv. S kiivky.

Pouziti: modelovani poptavky po zbozi dlouhodobé spotieby a modelovani prodeje n¢kterych
druhti vyrobk.

Misto MNC se zde pouziva metoda vybranych bodii:

Pro tfi Casy ty, tp a t3 se zjisti yi, y2 a y3. Tim se ziska soustava rovnic

ok

N b b
&

& 1+b,b
ok

SRRy

Vyhodné je volit Casy tj, ty aty takto: t;=0,t, =Aat; =2 A,
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kde A je urcity Casovy usek.
Potom

1
b _k_yl b _{yl(k_yz):|t2 k_2y1y2y3_y22(y1+y3)
b 1 ’ -
Y vy (k=) VY3 = Vs

o

b) Klouzavé priméry:

Posloupnost hodnot CR nahradime novou fadou priméri, vypoéitanych z kratsich useki CR,
pfi CemzZ tyto useky postupné posouvame (klouzeme).

Délka tseku, ze kterého se poéita pramér, se u neperiodickych CR voli jako lichy podet
hodnot y;, napft. 3, 5,7. Lichy proto, Ze vypocitany pramér se ptifadi prostfedni hodnoté.

U periodickych CR se voli délka klouzavé &asti shodna s délkou periody.

¢) Exponenciilni vyrovnani:

Hodnota y z ¢asu t, tzn. y;, se tzv. vyrovna (vyjadii) pomoci hodnot yi, y2, ys,..., yi tak, ze

kazdé hodnot¢ se pfifadi tzv. vaha w. Cim starsi je y;, tim mensi vaha je ji pfifazena.

Pro prvni vyrovnanou hodnotu ); se voli riizné strategie, napf.
a) poloziserovnay;: y, =y,
b) za y/ se dosadi primér predchozi ¢asti CR

Dalsi vyrovnané hodnoty definujeme rekurentnim vztahem

j>t =Wy, +(1_W)j>t—1

(28)
t=2,3,...,n
Naptiklad
j>2 =wy, +(1_W)JA’1
JA’3 =wy; +(1- W)JA’z
atd.

Jak se déla predikce u klouzavych pruméra a exp. vyrovnani:
v obou ptipadech

a) déla se jen na 1 krok doptedu
b) posledni klouzavy primér resp. exponencidlni vyrovnani je predikce na 1 krok
doptedu
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Chyba predikce

Priklad 13 (logisticky trend)
V tabulce jsou udaje o poctu vyrobenych polovodicu v letech 1985 — 95:

y =7,

dz+1 =V =W (1)

t 85 86 87 88 89 920 91 92 93 94 95

" To 3 4 5 6 7 8 9 10

y 5 9 16 22 25 32 34 41 44 45
Tendenci vyvoje popiste logistickou trendovou funkci

k
Yy=T—""71
1 + ﬂo IBI
(29)

Reseni:

Zavedeme novou ¢asovou proménnou ¢' (druhy fadek). Z ¢asové fady vybereme tii hodnoty

y1,¥2 2 y3, ve kterych polozime teoretické hodnoty rovny empirickym: y = y.

y1(0) =35, y2(5) =25 a y3(10) =45, kde

t=0,t,=5,t=10.

Nyni odhadneme parametry trendové funkce

_ 200,03 = ya (0 +yy) _ 2.5.25.45-25°(5 + 45)

Vs — V3 5.45-25
p —k=n_50-5_,
M
1 1
) {”k_”)r {5(50—25)
BEN(EED) 25(50-5)

Odhad logistického trendu je

y=

50
1+9.0,644"
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Napiiklad pro rok 1996 tj. t' =11 bude

. 50
__ 0 4961
YT 119.0,644"

Priklad 14 (klouzavé priméry, exponencialni vyrovnani)
Udaje o spotteb¢ pitné vody (yi) za 3 tydny:

den Vi kl.priméry | ex.vyrov.
Po 0,64 0,640
U 0,78 0,738
St 0,93 0,872
C 0,66 0,896 0,724
P4 0,99 0,911 0,910
So 1,22 0,890 1,127
N 1,05 0,874 1,073
Po 0,75 0,870 0,847
U 0,63 0,914 0,695
St 0,82 0,833 0,783
C 0,63 0,869 0,676
P4 1,30 0,839 1,113
So 0,65 0,836 0,789
N 1,30 0,819 1,147
Po 0,54 0,809 0,722
U 0,61 0,736 0,644
St 0,70 0,829 0,683
C 0,56 0,820 0,597
P4 0,79 0,732
So 1,30 1,130
N 1,24 1,207

a) Vyrovnat fadu prostymi klouzavymi priméry
b) Vyrovnat CR metodou exponencialniho vyrovnani; volte w = 0,7.
Reseni:

a) Klouzavé priméry budou pocitany z tydennich hodnot a pfifazeny prostfednimu dni,
tj. Ct:

Vypocet (Excel):

5 = 0,64 +0,78+0,93+ 0,66 + 0,99 +1,22 + 1,05
=
7

=0,896

- 0,78+093+...+1,05+0,75

Vs - =0911

atd.
Graf Excel: / Spojnicovy (typ ¢.4)
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1,4
) - .

1 |
0,8 1 /\ —e— Rada1
0,6 o v, —8— RadaZ?
0,4
0,2

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

Vypocet STATGRAPHICS (klouzavé priiméry)

1) Nalezeni modelu: Special/ Time Series/ Smoothing
2) Predikce: ikona Tabular Option/ Forecast Table
Pozn.: zména klouzavé Casti: pravé tlacitko mySi(na graf): Pane/Option

b) exponencialni vyrovnani: w = 0,7

Excel:
=y
j;'t =Wy, +(1_W)'.j>t—l
t=2,3,...,n:
t=1: y, =0,64

t=2: $, =0,7.y, +(1-0,7).5, =0,7.0,78 + 0,3.0,64 = 0,738
t=3: y, =wy,+(1-w).p, =0,7.0,93+0,3.0,738 = 0,872
t=4: y, =wy, +(1-w).p, =0,7.0,66 +0,3.0,872 = 0,724
atd.

Excel: Graf / Spojnicovy (typ ¢.4)
Rada 1 =yj, fada 2 = exp. vyrovnani
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1,4

1,2

0,8 1 —e— Rada1
0,6 —— Rada2

0,4

0,2

O T T T T T T T T T T T T T
1 3 65§ 7 9 11 13

15 17 19 21

STATGRAPHICS (exponencialni vyrovnani)
a) Special/ Time Series/ Forecasting
b) Vybér modelu: Pravé tlacitko mysi:
Analysis Option/ Simple Exp. Smoothing

Regresni metoda modelovani sezonni slozky

Ptedpokladejme aditivni dekompozici y; = Ty + S; + e

Sezénni sloZku vyjadiujeme pomoci umélych nula jedni¢kovych proménnych, ktere
nabyvaji jedni¢ku, nachdzi li se CR v uvazované sezoné¢ a jinak nulu. Napft. u dvanactimésicni
sezonnosti budou pomocné proménné Dj proj=1,2,...,12:

D1 =(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) pro leden,

D2 =(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) pro tnor,

atd.

D12 =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1) pro prosinec.

Je-li v modelu absolutni ¢len, vynecha se D; (nebo jiné D;) kvili multikolinearité (soucet v
fadcich pro Dj dava jedna = sloupci jednic¢ek u absolutniho ¢lenu).

Model sezénni slozky CR

- bez trendu (a bez absolutniho ¢lenu):
Y, =BD+ D, + D +...+ B,Dy, +q,
Pozn.: v tomto pfipadé se nepouzije sloupec t (s ¢asy 1,2,3,...). Mohou byt vSechna Di.

- s linearnim trendem bez absolutniho ¢lenu:
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Y, =B+ BD + D, + BD; +...+ B,D, +aq,
Pozn.: mohou byt v§echna Di

- s linearnim trendem a absolutnim ¢lenem: zde je max. s-1 sezon (bez D)

v, =By +Bit+B,D,+ BDs +..+ B,D, +a,

Pozn.1: Nelze pouzit v§echna Di !

Pozn.2: Umélé proménné se v regresni analyze pouzivaji napt. u
a) kvalitativni proménné (viz DOE)
b) slozené regresni funkce

Priklad 15

Rada mé c¢tvrtletni sezonnost.

Najdéte sezonni model s trendovou (linearni) ¢asti a s absolutnim ¢lenem
metodou vyuzivajici pomocnou proménnou

Znézornéte piivodni (y) a vyrovnanou (yt) ¢.f (s Excelem).

t y
1 21
2 23
3 31
4 15
5 20
6 25
7 30
8 14
9 22
10 25
11 33
12 22
13 21
14 24
15 30
16 16

199




SIRSI SOUVISLOSTI PLANOVANI EXPERIMENTU

Data pro modelovani sezonni slozky:

C

as y dl d2 d3 d4 PREDICTED
1 21 1 0 0 0 20,4
2 23 0 1 0 0 23,65
3 31 0 0 1 0 30,4
4 15 0 0 0 1 16,15
5 20 1 0 0 0 20,8
6 25 0 1 0 0 24,05
7 30 0 0 1 0 30,8
8 14 0 0 0 1 16,55
9 22 1 0 0 0 21,2
10 25 0 1 0 0 24,45
11 33 0 0 1 0 31,2
12 22 0 0 0 1 16,95
13 21 1 0 0 0 21,6
14 24 0 1 0 0 24,85
15 30 0 0 1 0 31,6
16 16 0 0 0 1 17,35

Graf Casové tady a jejiho modelu

35

30

25

20

—e—Radat

—=— Rada2

15

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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11.2.2 Box — Jenkinsova metodika analyzy ¢asovych rad

Charakteristiky ¢asové rady

Vz4jemna kovarian¢ni funkce ¢asovychfad x; a y.

o= E(x,=x) (¥ —¥)

Un-Z(x,=x) (¥,y =) (30)

o
-
Il

kde stfedni hodnota

=

=1/n-2x, (31)
Disperze

Si:cozl/n-Z(xt—;)

Autokovarianéni funkce

¢, =E (x,=x)(x,, —x)

¢ =1/n-2(x, =x) (x4 —x) (32)

Autokorela¢ni funkce
ry=cile, (33)

Vzijemna korelagni funkce Sasovych fad {x,} a {y,}

ry=c,/ls.s, (33a)

Rozptyl r
modelu i koeficientl v tomto modelu. Pocita se pomoci vzorce 33.
ProtoZe 1y je bodovym odhadem teoretické autokorelacni funkce py, ma smysl zabyvat se

rozptylem tohoto odhadu. Odhaduje se

1 k-1
s*(r) = —[1 + 22 rf]
i=1

n

(33b)
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Naptiklad
S =~ S0 =1+ 2], 20 = 214252 + 212
n n n

Intervalovy odhad py

Vedle bodového odhadu je mozny také intervalovy odhad pk. Pro 5% hladinu vyznamnosti je

Plp, €(~1,96.5(r,);1.96.5(, )] = 0,95
(33c)

Test vyznamnosti ry :

Vypocitanou hodnotu ry je nutné vyhodnotit co do vyznamnosti. Pouzijeme tento test:

1) Nulova hypotéza
Ho :pk = O
Hy:p,#0
e |rk|
2) Testovaci kriterium 7 = -
s(r)

3) Kritick4 hodnota pro o = 0,05 je 1,96

4) Zavér: pro T > 1,96 se zamita H,,.

Nékteré vlastnosti ry

a) r, =r, coZznamena, Ze 1y je suda funkce

b) r, = 1, takze vSechny autokorelacni funkce prochazeji bodem 1 na svislé ose.

Box — Jenkinsovy modely ¢asové rady

(V dal8im pro jednoduchost piedpokladame, ze stiedni hodnota casové fady je nulova. Toho

1ze dosdhnout centrovanim vSech hodnot fady).
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Autoregresni model Fadu p: AR(p)

Model AR(p) vychazi se z predpokladu, ze hodnotu y; Ize vyjadrit jako linearni kombinaci
hodnoty ¢1,y 2, ..., Y tp z Casti t-1,t-2, ..., t-p:

yt:fl'yz—l"'fz'yz—z"'-“"'fp'yz-p"'az (34)

kde fi, f>, . f, jsou neznamé koeficienty, a ; je ndhodné veliina vyrovnavajici rozdil mezi

yea fi-y . +f,y.+..+f,»y,,,ukteré pfedpokladame tyto vlastnosti:
E(a,)=0,var(a,)=s_,cov(a,,a,,)=0pro k=0 (35)

{at } tvofi rovnéz Casovou fadu, ktera byva v technické praxi nazyvdnabily Sum.

Vynasobenim vztahu (34) veli¢inou y x dostaneme

Yoy =hyayatfa vyttt v, vatay g

(36a)
Vypocitame-li stfedni hodnotu tohoto vyrazu, mame
Ck:fl.ckfl+f2.ck—2+"'+fp.ck—p
(36b)
a po vydéleni c,
ry :fl'rk—1+f2'rk—2+-~-+fp Tip
(36¢)
Odtud prok =1, 2, ...p, uvazime-li, ze r,=1 a ryx = ry, dostaneme
r1=f1+f2-r1+...+fp-rp71
r2=fl~rl+f2+...+fp~rp_2 (37)

Tyto tzv. Yule-Walkerovy rovnice slouZzi k vypoctu koeficientii {1 f», ..., f,modelu (34),

pri¢emz r  vypocitdme podle (33).

Pro k = 0 mame z (36a)
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Vore=Loyeyat o ye vttt f vy, tay,
Vypocitdme-li nyni sttedni hodnotu, piicemz E(y,-y,,)=c, a E(a,-y,)=s2,
mame

2 2
c,=s,=f,ci+f,c,+.+f, ¢, +s,

“ , 2 , v
Po vyd¢leni s | a upravé

©
S

I=fy-ri=fyry-

|
~
<
=
<
Il
Q

= N

a odtud

(38)

£,
sz=s§(l—r f)
ry /i
kde =l A
"y fp

Rozptyl s 2 se po&itd také ze vztahu
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n
2
2.a;
2 t=1

§, =—
n—-p-—gqg

Prakticky nejpouzivanéjSimi AR modely jsou:

Autoregresni model prvniho fadu: AR(1)

Rovnice tohoto modelu:
Y. =f1 Y ta,,
nebo také napf.

YVia=fiy, ta,

yt+2=fl'yt+l+at+2’atd'

Z rovnic (37) pro p =1 mame

Rozptyl ¢asové fady bude

Je-li y,,, hodnotay z ¢asu ¢ + k, pak jeji predikci budeme dale znacit y , (k) a pocitame ji

pro tento model

Pro k=1
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Pfi odvozeni této a dalSich predikénich rovnic se vyuziva vztahu y,(k)=E (y . k), za

E (a Hk) dosazujeme pro k > 0 nulu (neznamé hodnoty s predpokladanou stiedni hodnotou

0), takze u AR(1) vychazi

yt(l)zE(yt+l):flyt+E(at+l):fl YV

v, 2)=5y,W)=r1-y,
atd.

yz(k):ff'yz

Rozptyl chyby predikce e,,, se pocita jako stfedni hodnota kvadratu chyby predikce a ma u

tohoto modelu tvar

Pro k=1

Autoregresni model druhého fadu: AR(2)

Rovnice tohoto modelu

Y =f1 'yt—1+f2yt—2 ta,
Nebo také

Via =f 1y oy ta,,, ap.

Pro vypocet fi, f; dostavame z (37) prop=1, 2
ry=f+f.r,
ro=fri+f,

a odtud
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Rozptyl odhadu koeficientti modelu

R

Rozptyl ¢asové fady

Z (19) bude predik¢ni rovnice pro k =1

yt(l):E(yHl):fl'yt+f2'yt—l+E(at+l)

yt(l):fl'yt+f2'yz—1

2 2
a Var(em) =5

Zavedeme-li operator B:

pak

S pouzitim operatoru B mizeme (34) upravit

yt:fl'B'yt+f2'Bz'yt+f3'B3'yt+"'+fp'Bp'yt+at

Upravou

v, (l-f,-B=f,-B*—~..—f,-B")=a,
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dostavame
v, f(B)=a, ., f(B)=1-f,-B—..—~f,-B”
Odtud
v, =/ "(B)a,

Tento vztah vede k mySlence vyjadfit y  pomoci jiné casové fady {a ; } a tedy k modelim

oznacovanym MA.

Model klouzavych pruméru fadu g: MA(q)

Model MA(q) vyjadiuje hodnoty studované ¢asové fady pomoci hodnot jiné fady — bilého
Sumu.

Mai zéakladni rovnici

ytzat_tl at—l_t2 a, ,— _tq a,_,
(39)
Kovariance u tohoto modelu bude
ck:E(yt-yt_k):E(a,—tl-at_l—...—tq-at_q)x(a,_k—tl-a, _k_l—...—tq-a,_q_k)
Pro k =0 dostavame disperzi
c,=(1+e2 4024 +12)s2
Pro k=12,....,q
= ( )
co=\—t +t b Ft b ) s
Autokorelaéni funkce potom
; _ LS AR SR o SPIRY SPUP SR o Y
'S 2 2 2
c, L+t +65+...+1,
(40)
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Nejcastéji pouzivanymi modely MA jsou:

MA (1):

Yinqi=a,.,~t-a,

pro ktery se neznamy koeficient t | pocita ze vztahu (40);

prok=1(q=1)

_tl
v =
BREA

a rozptyl jeho odhadu stejné jako u AR modeli
sP(t)=n""-(1-1t7)
Rozptyl Casové fady
si =(1+t12)-si
Predikéni rovnice pro k = 1

yt(l)zE(aH—l)_tl'E(at)

y,H)=-t,-a,
a

Var(€t+l)2 :Si
MA (2):
Rovnice

Yin=a,,~tyra,—t,-a,,

Rozptyl ¢asové fady

2 2 2 2
sy=>0+t7+23)s,

Z rovnice (40) prok =1 ak =2 (q=2) dostavame rovnice
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—t,+t,-1t,
" 2 2
I+t +1;
_t2
-
S R

pro vypocett i, t o.

Rozptyl odhadu koeficientli t; a t,
sP(t)=s"(t,)=n""-(1-13)
Z rovnice (39) bude pro k = 1 predikéni rovnice

yt(l):E(ytJrl):E(atJrl)_tl'E(at)_tz'E(at—l)

y,O)=~t,-a,-t,-a,_

a var(e,,,)’ =52

Kombinovany model ARMA (p. q):

Tento model je kombinaci ptedchozich dvou. M4 rovnici

yt:fl.ytfl+f2.yt72+"‘+fp.ytfp+al_t1.alfl_"'_tq.af*q

resp. po uprave

yt_fl'yt—l_fz'yt—z_"'_fp'yt—p:at_tl'at—l_tz'at—z_"'_tq'at—q

a zavedeni operatoru B

y,(-f,-B-f,-B*~...—f ,-B")=a,(1-t,-B-t,-B*—...—t, -B")

.
yt'f(B)=Clt'l(B)

Prakticky se pouziva tento model prop=q=1: ARMA (1, 1)
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yt+1:f1'yt+at+1_t1'az

Disperze a kovariance tohoto procesu budou

CO=E(yt'yt):E(f1'yt—1+at_t1'at—1)2=
:f12'Co_z'fl'tl'E(yt—l'at—1)+si+t12'sj

Protoze

Ely, ,-a, )=s>
mame

coll=fi)=silieei =211,
odkud

Nyni ur¢ime kovariance ¢ 1, ¢ o, ...

Cle(yt—l'(fl'yt—1+at_t1’at—l)):fl'co_tl'Sa=

(l_fl'tl)(fl_tl) 2

= - S

1-f7 ’

czzE(yt—z'(f1'yt—1+at_t1'at—1)):f1'cl

a podobn¢
cv=Sf1¢i

Autokorelaéni funkce prok =1

a obecné
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ro=fr,. prok=2,3, ...

takze

ro=fr
a z rovnic (45), (46) ur¢ime koeficienty f; at ;.

Rozptyl odhadu je

Predik¢ni rovnice pro k = 1 se ziska ze vztahu (44):

yt(l):E(yHl):fl'yt+E(at+l)_t1'E(at)
yt(l):fl'yz_tl'at

2 2
Var(eHl) =5,

Pti pouziti modelit AR, MA a ARMA se predpoklada, ze stfedni hodnota fady nevykazuje
trend (fada stacionarni podle stfedni hodnoty) a rovnéz disperze nema trend v Case
(stacionarni podle disperze). Splnéni téchto pfedpokladi je potfeba ovétit a to bud’ testem
nebo velmi Casto vizualné z realizace Casové fady.

Pii nesplnéni nékterého z téchto pozadavki je nutné nestacionaritu odstranit.

Nestacionaritu fady podle stiedni hodnoty lze odstranit vypoctem prvnich diferenci Clent

fady, tj. fadu { y ,} nahradime fadou

{y PR AP }
a neni-li ani nyni stacionarni, vypocitame opét diference Clenu této nové tady, tedy druhé

diference. To je zpravidla postacujici, diference vys§iho fadu se prakticky nepocitaji.

M¢jme naptiklad model
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z :fl'Zz—1+at

t

£,
Zt(l_fl 'B):at

Je-liz, =y, -y, ,cil {z , } je fada prvnich diferenci, miizeme psat
(yt _yt—l)(l_fl 'B):az

v, (1=B)1-f, B)=a,
v, (1-B)f(B)=a,

Je-lidéle y, =x, —x,_,, mame

v, (1-B)f(B)=a,
(x,—x,_l)(l—B)f(B):a,
x,(1-B)* f (B)=a,

Je vidét, Ze zatazenim Clenu 1 - B do rovnice y, - f (B ) =a , je totéz, jako pocitat s fadou

prvnich diferenci, zatazeni (1-B)* znamen4 poéitat se druhymi diferencemi atd.

Obecné u d-tych diferenci bude
Vi (I_B)d f(B):at

Pro model ARMA (p,q) pak mizeme psat
v, (1-B)"-f(B)=a, t(B)

ktery je oznacen ARIMA (p.d.q) a zahrnuje vSechny piedchozi modely.

Naprtiklad model ARIMA(1,0,0), zkracené piseme (1,0,0), odpovida modelu AR(1), model
(1,1,0) je model AR(1) pro prvni diference, model (0,0,2) je model MA(2) apod.

Pfi nestacionarité podle disperze se provadi n€ktera z nasledujicich transformaci:

1/2

y¥ =ln(y), y*, =(y)" resp. y* =1/(y,)"

Vyznamnost nalezenych koeficienti testujeme podobné jako v regresni analyze:
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Nulova a alternativni hypotéza

H,:f,=0resp.t, =0
H, . f,#0 t,#0

Testovaci kriterium

T=f,/s(f, )resp. T=t,/s(t,)
Kriticka hodnota se nalezne v tabulkach kritickych hodnot Studentova rozdéleni pro n-p-q

stupné volnosti

Ly py (), a = hladina vyznamnosti

Protoze pii spravné volbé modelu ¢asové fady jsou rezidudlni odchylky nekorelované,

posuzuje se vhodnost modelu neptimo — testovdanim rezidui:

Test Box-Pierce

Je-li y, (empirickd) hodnota casové fady a J, jeji (teoreticky) odhad, pak diference

y,—¥,=a, tvoii také Casovou fadu, mizeme vypocitat autokorelace

r (t)prot=1,2,..., k=n/10
H , : VSechny autokorelacni koeficienty jsou nulové
(ri=r,=...=r,=0)

Testovaci kritérium bude
k
Q=n-r,(t)
t=1
Q ma rozdéleni y ; _ »_q V Pripadé, Ze rezidualni odchylky jsou nekorelovane.

Predpoklad o nekorelovatelnosti hodnot fady {a,} je ov&fovan u kazdého modelu také

testem Durbin-Watson:

HO:cov(at,at_l):0

lecov(at,a 1)7&0

Testovaci kritérium

n n

DW:Z:(at—czhl)z/Zczt2

t=2 t=1

Protoze ptiblizné plati
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DW=2-2-r_(1)

je vidét, ze pii DW blizkém hodnoté 2 nejsou a ; korelované. Nesplnéni tohoto piedpokladu
signalizuje, ze regresni model nebyl nalezen spravné a v kone¢ném duasledku je pfi¢inou

nekvalitni predikce.
Pti praktickém hledani vhodného modelu jsme postupovali v téchto etapach:

1) Urceni typu a fadu modelu:
K tomuto ucelu je pro prvni rozhodovani sestavena tabulka 1 a to podle Box-Jenkinsovy
metodiky. Je pfipravena pro modely AR (1), AR (2), MA (1), MA (2) a ARIMA (1,1).
V prvém sloupci kazdého modelu je znazornén typicky pribéh grafu autokorelacni funkce,

ve druhém typické parcidlni korela¢ni funkce.
K objasnéni pojmu parcialni korelace napiSme n€kolik AR modelii, napft.

y.=fuy.., ta,
yi=fayviatfny, ,ta,
yio=fayviatfayi ot fs vy, s+ta,

Pro odliseni koeficientd v jednotlivych modelech pouzivame dva indexy.

Koeficienty f;; pfedstavuji parcialni korelace mezi y; a y.;. Napf. f2; je parcidlni korelace mezi
proménnymi y; a Yi.o.

Mame-li napt. model AR (2), je zfejmé f 33 = f44= ... = 0. Vypocitame-li tedy z Y-W rovnice
koeficienty f 11, f 2, £33, ..., f ik lze oCekavat, ze u modelu fadu p bude f x pro k > p
prakticky nulové.

Pfi testovani vyznamnosti koeficientt f « pouzijeme ptiblizného vztahu

S(fkk)zl/”l/z

Prakticky se doporucuje:

je-li f xx mimo interval (— 2.5 (f i ), 2.5 (f i )), povazujeme jej za nulovy.

Priib¢h grafii atokorelaci a parcialnich korelaci pro nejpouzivanéjsi modely
AR(1),AR(2)MA(1),MA(2) a ARMA(1,1) jsou v tabulce. Podle pribehu se miize rozhodnout
o volbé typu a fadu modelu.

2) Vypocet koeficientti vybraného modelu.

Provede se podle vyse uvedenych vzorct podle typu modelu.
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Priklad 16
Casova rada spotieby vody v domécnosti je v tabulce.
Vypocitat autokorelace a parcialni korelace pro posuv p =1,2,3,4 a 5.

den Vi
Po 0,64
U 0,78
St 0,93
C 0,66
P4 0,99
So 1,22
N 1,05
Po 0,75
U 0,63
St 0,82
C 0,63
P4 1,30
So 0,65
N 1,30
Po 0,54
U 0,61
St 0,70
C 0,56
P4 0,79
So 1,30
N 1,24
Reseni:

Autocorrelation Partial Correlation AC | PAC | Q-Stat | Prob
. N 1 1-0.006(-0.006| 0.0009 | 0.977
FL L 2 10.085|0.085|0.1756 | 0.916
ikl I ikl B 3 [-0.372|-0.374| 3.7627 | 0.288
Nl i 4 1-0.272|-0.317|5.7906 | 0.215
1L L 51-0.185(-0.183| 6.7942 | 0.236

AC = autokorelace
PAC = parcialni korelace

Sestaveni predikéniho modelu
Po nalezeni vhodného modelu ¢asové fady se sestavi predikéni model.
Odhad yx oznac¢me yy(k).

Véta 9
yi(k). = E(yt+k)

Postup:

1. Pro dané parametry (p,d, q) sestavit model yt(l—B)d f(B) = a.t(B)
2. Vypocitat y;
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3. Vypocitat analogicky yix
4. E(yt+k)

Pii vypoctu E(awx) je

prok=...,-2,-1,0 E(auk) rovno vyrazu v zavorce (sttedni hodnota minulych a soucasnych
hodnot), pro k = 1,2,... je E(ayk) rovno nule (stitedni hodnota budoucich ¢asi).

Priklad 17
Napsat predikéni rovnici fady {z,} pro model

a) ARIMA(0,1,1)
b) ARIMA(1,0,1)
¢) ARIMA(1,1,1)
d) ARIMA(1,1,0)
e) ARIMA(0,2,2)

Resenti pro (a):

Zt (I-B): at (l-t]B)
7y = Zp1 T ag—tjag

*) Ztsk = Zek1 T Ak — b Qpc
z(k) = E(zx) = zd(k-1) pro k > 2
k =1 dosadime do *)

Zi+1 = Zy T A — 1 &y
Zt(l) =7t - t] az

Tabulkal (Box-Jenkins) Grafy AC a PAC funkce pro vybrané modely k ur¢eni typu a fadu
modelu.
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2

Shrnuti pojmu kapitoly 11.2

V kapitole 11.2 byly vysvétleny dva zplisoby analyzy Casovych tad: klasickd metodika a Box
Jenkinsova metodika. U obou pfistupl jsou pocitany charakteristiky ¢asové fady a hledany
modely ¢asové fady. Strategie jsou vSak naprosto odlisné. Pfi modelovani trendové slozky

casové

?

WX R WD —

14.

fady jsou uplatiovany poznatky regresni analyzy.

Otazky ke kapitole 11.2

Definujte ¢asovou fadu

Uvedte dva ptistupy k analyze ¢asovych fad

Uved'te dv¢ zékladni tlohy pfi studiu casovych fad

Jak se znaci proménné v ekonometrii?

Jaké je pojmenovani proménnych v ekonometrii ?
Uvedte charakteristiky ¢.t. klasické metodiky

Definujte stacionaritu ¢.t. podle stfedni hodnoty (rozptylu
Napiste zakladni rozklad hodnoty yt u klasické metodiky
Jak se urci logisticky trend?

. Jak se pocitaji klouzavé priméry

. Uved’te vzorec pro exponencidlni vyrovnani ¢.t.

. Jak se modeluje sezénni slozka?

. Uved’te charakteristiky ¢.t. v Box jenkinsové metodice

Uvedte vlastnosti autokorelacni funkce

15. jak se pocita rozptyl rk?

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

Jak se stanovi intervalovy odhad py

Jak se testuje ry?

Jaké jsou zakladni modely v B-J metodice?

Napiste model AR(p), MA(q), ARMA)p,q)

Provedte odvozeni Y-W rovnic

Napiste Y.W rovnice pro AR(1), AR(2), AR(3)
Definujte operator B

Napiste model ARIMA(p,d,q)

Jak se odstrani trend ¢.t.7

Co predstavuji koeficienty fii? Jaky je jejich vyznam?
Jak se ov¢éfi, jsou li nenulové?

Uved'te zakladni vychodisko pro nalezeni predikéniho modelu
Uved'te zédkladni kroky pfi nalezeni predik¢niho modelu
Nakreslete tabulku pro urceni typu a fadu modelu
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|
i,

—@— Ulohy k procvieni

- ~

1. Pro danou ¢asovou fadu vypocitejte
a) pramérny absolutni pfirtstek
b) primérny koeficient rlistu

t 1 2 3 4 5 6 7 8

yt 50 53 48 47 50 59 60 58

2. Pro danou ¢asovou fadu vypocitejte
a) prumeérny absolutni pfirtistek
b) primérny koeficient ristu

t 1 2

yt 5 9 11 10 12 14

3. Pro danou ¢asovou fadu vypocitejte

a) exponencialni vyrovnani, je-li w = 0,7. Napiste prvni 3 hodnoty.
b) primérny koeficient ristu

t 1 2 3 4 5 6 7

yt 11 15 14 12 16 18 19

4. Pro danou ¢asovou fadu vypocitejte
a) exponencialni vyrovnani, je-li w = 0,8. NapiSte prvni 3 hodnoty.
b) vyrovnani klouzavymi praméry s délkou klouzavé casti 5

t 1 2 3 4 5 6 7 8

yt 20 22 19 20 18 17 20 22

5. Vypocitejte testovaci kriterium DW pro posouzeni autokorelace, je-li dano
e’ =(0.02;-0.04;—0.02;-0.10;0.04)

6. Vypocitejte testovaci kriterium DW pro posouzeni autokorelace, je-li ddno
e’ =(-0.1;0.2;-0.3;-0.1;0.4)

7. Vypocitejte testovaci kriterium DW pro posouzeni autokorelace, je-1i dano
e’ =(=0.01;0.08;—0.02;-0.03;0.05)

8. Vypocitejte testovaci kriteritum DW pro posouzeni autokorelace, je-li dano
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e’ =(-0.3;0.4;—0.1;-0.2;0.4;—0.1)

9. Napiste rovnici pro model ARMA(4,2) a zjednoduste jej pomoci operatoru B.
10. Napiste rovnici pro model ARMA(3,4) a zjednoduste jej pomoci operatoru B.
11. Napiste rovnici pro model ARIMA(2,1,3) ve zkraceném tvaru.

12. Napiste Yule Walkerovy rovnice pro model AR(3)

13. Otestujte koeficient f11 modelu AR(1), je-li dano:
n=>5, fl1=-0,909 a a = 0,05.

14. Jsou dany autokorelace r; = -0,577 a r, = 0,458. Vypotitejte s*(r;) a s°(r2); n = 10.

15. Odstraiite heteroskedasticitu v modelu ¥, = bx, +b,x,, +...+ b,x, +e,, je-li pficinou

heteroskedasticity proménna x.
16. Napiste vzorec pro vypocet ry a s*(ry).

17. Vypocitejte s*(r3) je-lit; = 0.8, 1, =0.2 an = 10.

18. Reste viechny body piikladu 1 pro vstupni data v tabulce:

Y X1 X3
10 1 0
25 3 -1
32 4 0
43 5 1
58 7 -1
62 8 0
67 10 -1
71 10 2
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ﬂgﬂ KLIC K RESENI

1) (A =114k =1,02)

2) (A =18k =1,22)

3)(y, =11y, =13,8;y, = 13,94k =1,095)
4) (3, =20; 3, =21,6; p, =19,52; k =1,095)
5) (DW =2.14)

6) (DW =2.032)

7) (DW = 2.38)

8) (DW =2.89)

N (Y, =fiVy+ foVs + fiVia+ fabou+a, —tia_ —t.a,_,; f(BYy, =t(B)a,)

10) (¥, =f,y, + fodia + fivis+ta, —t.a,  —t,.a,_,—t,.a,,—t,a,,;; f(B)y =t(B"a,)
1) (f(B*)(1-B)y, =t(B*)a,)

(n=/f+LHn+ fin
12) r, = fin + f, + 31
1= L+ Ln+ )

13) (1 = \6.0,909\ ~2.03>1,96)

14) (s*(r1) = 0,1;5%(r2) = 0,166 )

17) ( s*(r3) = 0.236 )

18)
a) Odhad regresnich koeficientl
368
X"y =|2710
35
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2887 —384 240 || 368 6,47

I;:L -384 64 —401|2710|=|6,59
4664

240 —-40 608 || 35 0,26

b) Teoretické hodnoty

Y = (13.06, 25.98, 32.83, 39.68, 52.34, 59.19, 72.11, 72.89)
¢) Rezidua

¢’ =(~3.06,-0.98, —0.83,3.32,5.66, 2.81, - 5.11, —1.89)

d) Rozptyl koeficienti Y e =91.65

2887 —384 2407 [11.35
var(5)=91'65 L | 384 64 —40|= 0.25
2.39

8—3 4664
240  —40 608

Y =46, Se=91.65, S, =3318.21

f) Test koeficientl

b 84T gy 1 289 4308, T, =0.17

'sb) 337 0.5

t, () =t, ,(0.05)=2.571
T,<257l= p,=0
g) Test modelu

;o BIBGB-D 1659 o
91.65/(8-3) 18.33

F,i(@)=F, s (0.05) =579

1 11 3
X, =

1 12 5

6.47

.1 11 03 79.74
¥, = 16.59 =
1125 86.85
0.26

h) Predikce
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